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Seinem Hochverehrten Lehrer 

Herrn Professor Dr. A. Waiigeriii 

in tiefster Dankbarkeit 



y Google 



y Google 



Y r w r t. 

Indem ich die folgenden Studien veröffentliche, glanbe 
ich der mathematischen Physik zu nützen. Die ersten vier 
Aufeätze sind die weitere Ausführung von Gedanken, zu 
denen ich die Anregung durch das Studium der Wangerin- 
schcn Preisscbrift erhalten habe; der fünfte und sechste Auf- 
satz lehnen sich namentlich an den vierten an. Den Herren 
Professoren Dr. E. Lampe, d. Z. Rector der technischen 
Hochschule zu Berlin, und Dr. A. Wangerin an der Uni- 
vei'sität zu Halle sage ich meinen besten Dank für die För- 
derung, die sie der Arbeit haben zu Theil werden lassen. 

Berhn, den 21. August 1892. 

E. Haentzschel. 
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Erster Tlieil. 

Aufstellung der gewölmUcheii Differeiitialglelcliungeii. 

§1. 



Ist ein Körper gegebeo, für tlessen iiineven oder iiusserei 
die Po teil tial gleich ung 

d'V Ö'F d'-V , 
ötv öy' öz 



(1) 



stattfindet, so suche man ein System kvummliniger Coordinaten von 
der Beschaffenlieit, dass die den Körper begrenzende Fläche in einer 
der drei sicli rechtwinklig schneidenden Fläclienscharen enthalten ist. 

Liegt insbesondere ein Rotationskörper top und sind * und u die 
krummlinigen Coordinaten zweier orthogonalen Curvenscharen in der 
Meridianebene eines solchen, so wähle man den Winkel it, welchen 
eine beliebige Meridianebene mit einer festen bildet, als dritte Coor- 
dinate. Die ic-Achso sei Rotationsachse. Alsdann stellen sich die 
rechtwinkligen Gooi"dinaten eines Punktes, durch t, u und & ausge- 
drückt, folgen derraassen dar; 

(2) a; = F^{t, u), y = rcos^, z = raind; r = f\(;/:, u). 

Die Bedingung der Orthpgonalital ist: 

^ ' at du ^ dt du 

Wird (1) auf die Coordinaten x, r, ^ transfoimirt, so ergiebt sicli: 

d'v d'v 1 av 1 a'v^^ 

öx' ar' r dr r' d^^ 



« 



Entwickelt man die Potentialfunction V in eine trigonometrische 
Reihe und setzt: 

Haentiechel, ßadnclioii dtr PotentlsUloicIiiiiig. 1 
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(5) V= £ W,.{a,.aiyi{m»)+b„m(niit)], 



so genügt W,„ der Differentialgleichung: 
d'W a'W 1 dW 

dm' "'" Sr''"*" r dr 



(10) 



C6) 

Mit Poisson^) schreibe man: 
(7) W=^,, 

SO entstellt: 

Durch die Substitutionen: 
(9) ic+ir = q = F(t+iu); x-ir = Q, = F^t-iu). 
wo i*', die conjugiit imaginäre Function zu F ist, gelit (8) iihei' in: 

5^^" "*" l*"' ~ "4" j ■ (q-qJ ^ °" 
Dabei ist freilich in (9) eine passende Wahl der kmmmlinigcn 
Coordinaten t und u vorausgesetzt, um einen derai-tigen Zusammen- 
hang mit (K und r zu erhalten. Dass ein solcher stets möglich ist, 
hat Herr Wangerin^) gezeigt. 

Mmmt man in (10) (f+iu) bez. (t—iu) zu Unabhängigen, so 
erhält man: 
.,.. d\ ( , 1\ F'(t+iu).F:(t-iu ) 

t-i^J d(i-i-iu)d(t-iuyv^ i)[F(t~{-iu)'-F,{t~iu)Y"' "■ 

Mit Herrn Waugorin knüpfe man an diese Gleiclmng die Be- 
dingung: 
(12) v = P{2t).QC2m), 

so wird: 



n F'(t+iu).F;(t~iu) 

"4/ [F(t+iu)~ FXt—iu)Y 



') Poisson, MÄinoire sur rintegratiou des equaiions lineaires aux differeuces 
partielles. Journal de l'Bcole Polyteclmique. 19. Heft. Bd. 12. 1823. 

ö^r dw sw 

^ Wangerin, Ueber die Reductiou der Gleichung - u , + -rr-r + -rir ^^ Q 
' " ' ° dx' Sj' dl" 

auf gewöhnliciie Differentialgleichungen. Monaisberichte det Kgl. Akademie der 

Wisaenschafton m Bevliu. 31. Febr. 1878. 



y Google 



Aufstellung dar go wohnlichen Differentialgleichungen. 3 

und man erkennt sofort, class die Functionen P und Q dann und 
nur dann durch gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
definirt werden, wenn die Gleichimg stattfindet: 

„._ l^ j"(t+iu).Fn t-iu) 

(14) 1 ' 4J[i|+r.,->,(.-..)]. 

= i™'-T)lf'C20-f',(2»)l- 

Zur Bestimmung von F(t-\-iu) cüfferenzirt Herr Wangerin die 
(rleicliuug (14) zuerst nacll (, danu Dacli u uud erliält: 



(15) 



| -F"'(t+i») F';'(t—iu) [F"(t+»»)+f'.'(t— »»)! 
F\t+iii) F'fi-iu) " [ii'((+i«)-F.(!-!»)] 



-'-1. = 0. 



^ „ [ü-(t+~)-.F;'(<- i»)i 

I +" [J.X<+i»)--",(<->-«)l' ■ 

Substituirt mau: 
(16) t+-iu == I, t—iu = -»i, 

differenzirt dreimal nach | und eüniinirt die JJifferentialquotionton 
von -f, (•*;), so geht, wenn zur Abkürzung: 

gesetzt wird, die Differentialgleichung hervor: 

(18) _^__3-y,g^ ,^_-.+ |^3(^-j,-,-gyj -^.Tg^J / - 0, 

deren allgemeines Integral lautet: 

(19) Z ^ 12AF(^)F'(i)+l2BF'(i). 

Aus (17) folgt daher für die Function F{t+iu) die Bestim- 
mun gsgleichung : 

(20) F-\^) = ÄF\i)+ABFX^')+aCFX^')+4:B'F{^)+Ä'. 

Dieser Differentialgleichung genügt jede elliptische Function 
zweiten Grades von |. Ihr Integral wird nach den von Herrn Weiei'- 
strass in seinen Vorlesungen gegebenen Formein dai'geatellt durch: 

wo a irgend eine Wurzel der Gleichung: 
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(22) R(w) = A>;'-{-iBä:'+QCfe'-h4B'x-\--A' = 

ist. A, B, C, A', B' vmd ^^ sind willkürliche, durch die Rcclmung 
eingeführte Integfationsconstanten. Es werde weiter vorausgesetzt, 
daas die Invaiianten 

ff, = AA'+SC'—iBB- 
und 

g, = ACA'+2BCB'—A'B'—AB''—C'' 

dei' elliptischen Function pi^lg^ , ^3) reelle Grössen sind. Die Foi-mel (21) 

Usst fui die Coefflüicuten a, ß reulle odei tomplexe (Trossen zu. In 
sofern nun jene ( oefiiLienten Functionen emei Wu\?ol a von (22) 
sind, zu dieser abei stets, wenn bie complev ibt, eine conji^rt ima- 
ginäre Wurael geholt, — es indeieiaeits gleichgiltig ist, welche der 
Wurzeln von (22) /in Redoction des unter dem elliptischen Integral 
auftretenden Radikandus \un dei vierten auf die diitte Ordnung an- 
gewandt wird, — SD folgt als cunjugut imagmue Form des Inte- 
grals (21a): 

(21b) FXv)^'-'^'^^'^- 

Wir merlion noch 24 specielle Formen, welche das Integral von 
(20) annehmen kann, an. Zar einen Klasse derselben gehören die 
12 (f-Quotienton, woJche als eindeutige, doppelt-periodische Functionen 
zweiter Ordnung der Gleichung genügen: 

(23) (-gy = [l-(e^-e,)<p')(l^(e.-^e,)<p') 

(24) y--^,„' y^iz^ ■■(;";«"' y^^^""'^' 

1 ^^..^.^^. 

Zu der anderen Klasse gehören die Quadrate jener 12 ff-Quo- 
tienten, für welche, wenn y^ = i// gesetzt wird, die Gleichung statt- 
findet : 
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Aufstellung der gewühllli^^hen Differentialgleichungen, 5 

§2- 
Die Ent Wickelungen dos vorigen Paragraphen sind zum Tlieil den 
§§1 und 2 der Abhandlung des Herrn Wangerin in den Monats- 
berioliteü der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin entnommen; 
die abgekürzte Darstellung derselben in dieser Form habe ich zuerst in 
meiner Dissertation: „Heber die Reduction der Gleichung 
a'F d''V d'V ^^ 
6x^ dy^ dz' 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen, Ein Beitrag zur Tlieorio der 
Lamc'schen Functionen aweiter Ordnung. Berlin, Mayer u. Müller, 
1883" gegeben und dort die so viele Vorzüge bietende Theorie der 
elliptischen Functionen dos Herrn Weierstrasa zu Gnuide gelegt. Ich 
knüpfe folgende Bemerkung an eine Stelle der citirten Abhandlung 
an, Herr Wangerin schreibt: „Die Gleichungen 

= 
ergeben als einzige reelle Lösung zwischen a^, j-, t, u die Beziehung 

a,+ir = F(t+iu), i = l/-l, 
wobei F eine willkürliche reelle Function ist." 

Hierbei ist übersehen, dass es noch eine zweite Lösung giebt, 
nämlich: 

giltig, auch wenn die «-Achse Rotationsachse bleibt. 

Diese Lösung findet sich in specieller Form auch in der Preis- 
schiiftO des Herrn Wangerin vor, wo deraelbe sowohl 

x+ir = cosam((+*M) 
als auch r-\-ix = cosam(*+iM) setzt. 

Zur Entwickehmg der Function qi(t+iu') schreibe man (9ß): 
r — iiB ^ y>j(( — im), 

') Wangerin, Reduetion der Potential gleichung fär gewisse Rotationsboriier 
auf eine gewöbnliehe Differentialgleichung. Preisschrift«n der Fürstlich Jablo- 
nowski'aclien Gesellscliaft der Wissenschaften. No. 18. Leipzig 1S75. 



&^ 


)■+( 






Sx 


3^ Br dr 




TT 


Bu "*" at au 
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(9(3) ^+*V = ':5P,((~iM), 

d. h. GS ist 

Wird dies in (20) eingesetzt, so ergiebt sich 
(20') y'(S)' = -^yXS)-4B»y'(l)+6CyX?)+4ß'.>(£)-vl'. 
Die bei der Transformation auf die Weierstrass'sehc Kormalform 
sich ergebenden Invarianten sind 

lind 

e, = ÄÄ'C+'iBCB'^A'B'-A £'■'—€'. 
Setzen wir wieder voraus, die willkürlichen Integrationsconstanten 
A, B, C, A\ B' seien so gewählt, dass G^ und G, reell sind, was 
eintritt, wenn dieselben selbst reell oder A und A' bez. B und B' 
conjugii-t imaginär sind, so erlsennen wir, dass diese zweite Lösung 
von der ereten nicht wesentlich verechieden ist. Die fundamentale 
Function der Lösung (21) ist ^(g — lolS's'i'J) diejenige, welche zu 
(20') gehört, ist i3(g— gj *?,, ffj). Dabei ist 

Für B = B' ^^Q tritt Symmetrie ein, so dass demnach in den zu- 
gehörigen, spüter noch aufzusuchenden Meridiancurven einfach « und 
r vertauscht werden dürfen, während die ic-Achse Rotationsachse 
bleibt. 

Für B = B'=0 kann ('20) in die specielle Form (23) über- 
geführt werden, mit den Integralen (24), deren eines ?cosam(;+*M), 
ein anderes /Jam((H-»M) ist. Unsere Bemerkung hat uns also die 
theoretische Grundlage, auf welcher die Preisschrift des Herrn Wan- 
gerin aufgebaut ist, voll und ganz erkennen gelehrt. 

Aber wir müssen noch einen weiteren Zusatz machen. Nach 
Herrn Wangerin muss „F eine willkürliche reelle Function" sein; 
das soll doch wohl heissen, die Coefficienten des Integrals (21) müssen 
reell sein. Herr Wangerin hat in der That in seiner Abhandlung 
nur diesen Fall ins Auge gefasst und die zugehörigen Meridiancurven 
im § 3 derselben angegeben, deren Gleichung lautet: 

(j,^-\-ry+Ä^{a:'+r')±B'x"-±C'r' + E'^.^±D'. 
Lassen wir aber auch das Integral (21a) und das conjugirt imagi- 
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Aufatelluiig der gewöhnliehen Differential gl eiehiingen. 7 

üäre (21b) zu, so erhalten wir als Meridiaucm-ve die Oleicbung: 

(vergl. HaentKSchel, Uobcr das Cartesisclie Oval; Gruüert's Archiv 
für Mathematik und Physik, Bd. 69, 1883 und Theil II dieser Ai-beit), 
also eine wesentliche Erweiterung des von Herrn Wangerin gege- 
benen Resultates, da wir auf Rotationskörper achter Ordnung 
geführt weriion. Die Trennung der Variabein und die Aufstellung 
der zu (s) gehörigen Differentialgleichungön, was also dem Fall von 
4 complexen Wurzeln a entspricht, wird nun im nächsten Para- 
graphen zum ersten Malo gegeben werden. 

Gesetzt jedoch, wir hielten daran fest, dasa F(t+iu) eine reelle 
Function ist, so könnte nach Hen'u Weierstrass der Ausdruck (21) 
doch noch nicM als die allgemeinste Form des Integrals von (20) 
gelten, sondern als solchen leitet Herr Weierstrass ab: 

r F(t+iu) = 

(21«) VR'A)VS'-s. '-s.-^iRX^.)['-JiR'X'.)]+,'i K':, W'(^.) 
r^"^ ■ 2[<-AS"W]-4^S(^.) 

wo s = ip(t-\'iu) und iBg eine willkürliche Constante bedeutet, so 
beschaffen, dasa F(t+iu) = w^ für s = cxj wird. Ist a^o reell und 
im besonderen eine Wurzel a von (22): B{x) = 0, so geht (21a) in 
(21) über; ist w„ complex und im besonderen eine Wui^zel von 
ß(^) = 0, so geht (21(f) in (21a) oder (älb) über. 

(21a) führt, wie wir später zeigen werden, auf Meridian- 
curven von der sechzehnten Ordnung, denen Rotations- 
körper von der zweiunddreissigsten Ordnung entsprechen. 

Haben wir so die Zahl der Meridiancurven um zwei, die allge- 
meiner sind als die bishei bekannten vermehrt, so wird die Anwen- 
dung der TransformatioQstheoue dei elliptischen Functionen auf die 
Differentialgleichung (20) uns zei^^en, wie man aus den fundamentalen 
MeridiancuiTon unzählig viele neue eihalten kann. Demnach ist die 
Zahl der Rotationsköipei, fui welche die Rcduction der Poten- 
tialgleichung auf gewöhnliche Differentialgleichungen möglich ist, 
eine unbegrenzte, während nach Herrn Wangerin diese Zahl 
nur eine beschränkte ist. 
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§3. 

Wir sind jetzt imstande an die Aufstellung der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen für die Functionen P und Q heranzutreten. 
Dazu mache ich auf die Eigenschaft der linken Seite der Gleichung (14) 
aufmerksam, unverändert zu bleiben, wenn statt F\t+iu) gesetzt wird: 

(26) ^(,+i.)=^i±|^±i| (».(iredl). 

Es besagt dies, dass die Reduction der Potentialgleichung auf 
gewöhnliche Differentialgleichungen, sobald dieselbe für einen Rota- 
tionskörper überhaupt möglich ist, auch für diejenigen Körper aus- 
führbar ist, deren Meridianciitve aus der des ereten durch die Trans- 
formation: 
r-271 . 1 ;,. », +>!,(»,+.>,) 

^^" "+"-«,+ftfe +.>,)• 

Inversion genannt, hervorgeht. 

Die Totentialfunctionen selbst unterscheiden sich nur durch den 

Wert des in (7) auftretenden Factors — -^ ■ 

Im Folgenden unterscheiden wir 3 Fälle, je nach der Art der 
Wurzeln von (22). 

1. Fall. Alle 4 Wurzeln von (22) sind reell. 

Die Coefficienten von (21) sind alsdann reell. Deshalb kann 
man zurückgehen auf: 

und es lautet (14); 

( 3 ,, p'(t+iu).p'(t—iu} 

C14a) ^'"* ^^ [p((+mO— K*— ^w)]' 

[ ==(™^_^)j,t{20~ji.,(2iw)]. 
EDtttimmt man aiis der Weierstrass-Schwarz'schen Formel- 
sammlnog die Ausdrücke für fi'(t-^iu) bez. p'(t — iu), so folgt dui'cli 
Multiplication; 

(p'tyjßUuf 



(28) 



,■(,+»).,■(«-») --[,-(5--,-(H)jr 

x{2.,-2..-»-|.(-^)Vi(^y}. 

Del' Factor vor der Klammer ist 

=.(y(t+!a)-|)(<— in))'. 
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Aufstellung <ior gewöhnlichen Differeutlalgleioliungcn. 
Für den Ausdruck in der Parenthese leitet mau aus: 

ab: 

(29) (,C20 = -[2K0-l(^,';-)"]- 
Domnach geht (14a) übor in: 

(30) -(m'-i)|ii,(2!«)-p(20| = (™'-i)|M(3i)-,.,(2!»)| 

(31) ,i.(2i) = t>(2<); f, &'") = f&'«y 

Aus (13) fülgou die beiden gewölinliolien Diiferentialgleichungcu: 
r , ä'P 



(32) 



= l(»'— i)l'(21)-'''|--'' 



wo Ä^ oine in Beziehung diit ; nml u eon^taute Grosso ist, welche 
durch die Nebt-abedingungen der Aufgabe eiit nthei bestimmt wird, 
also immerliin vanabel sein kann 

2. Fall. Es sind 2 VVuraeln leell, 2 complex 

Da es gleichgiltig ist, welohe dei 4 Wurzeln von (22) man nur 
Reduction des elliptischen Integrals auf die Noimtlfoim anwendet, so 
nehme man eine n,cllo Diduich let diesei Fall aaf den vorigen 
zurückgeführt; denn die Coeffliienten \on (21) sind ilsdann reell. 

3. Fall. Alle 4 Wuizeln amd cnmplex 

Sind a, und u zwei lonju^iitp Wui/elii dei Gleichung (22), 
so ist 

,,(,+.„)=-. ^ iEM_ 



(33) 



F, ((_>») = <.,H — ,- — j^- '-";-',,,, , , 
'^ ' ' *)((— «»)-iÄ"(<I,) 



iii'(»,).i-«'(»,>'('+~)c'('-~) 



](S;^<.,)f<f+»)f<'-»)-K<-»)K«,-«,)A«"(«,)-l-R'(<',)l|' 

,),VÄ"(«,)+i»(«,)]+'-^^^«"(«.)«"(«,) 
,ß'("',)K"(«,)+A«'C»,)K"(«,) I 
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Rezeichnen wir nun, wie Herr Weierstrass es in seinen Vor- 
lesungen gcthan, die 3 Grössen e,, e.^, e^ in irgeni3 einer Reihenfolge 
mit e', e", e'" und nehmen an, dass für 



ist, so wiril, wie Herr Weierstrass 
_ , R '(a,) 



m 



L Vorlesungen gezeigt, 



+iiR"M 






(36) 



= 4c<.,-«.X..-s) 
= 4(«,-».X«.^«.)- 



«'(»,-».) = ~ä-Ä'(i«,)+*«"C«,)(»-«,) 

= i«'(»,)+ÄK"C''.)(«,— .) 

= l'|-[(«,+«,)(», + «.)-2«.«,-2«.«.]. 
b: 



"(«,-«.)+A- 



. («,"«,) 



(<■,-'•.) 



B"(«J fi'X«,) - A «'(«,) K"(»,) + ,V Ä'(«=)-R"(.', ). 



Demnach erhält man 



(33). 



\F(t+m)-F,(l-iuW 






»)'(«+")l>'(e-«) 



lKt+»)(<'-«)-«TK«+»)+K'-»)]+«"+A-^f'^fM' 
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Aufsfeliuug der gewrihnlichen Differentialgleichungen, 
aber 

ät scliliesslich 

f"('+'»)-Fi'('— '■') 



(33) 



[F(<H-i«)-F.C!-««)]' 
(«'-«")(<;"'-«')p'(t+i»)y'('- 



1 IK<+~)s>C*->«)-«'l»>('+-)+K'-»)]— «"— «"«"'l' 

Mit Eücksicht auf (28) ist 

(«'-8")(«"'^ä')f'(«+™)»''('-'») 

= (.'-.")(.'"-'-')^|^^[K2»)-«-(K20~.')]. 

Für den Nenner leitet maa durcli Rechnung ab: 

""' I =|2^«2.)-.')W..»)-.'). 

Dalier ßndlioli 

( _, . ,, F\t+iu-)F\(,t~iu) 

I i"' IJ [F(,4-i„)_J!',(,_i„)]' 

K2f)-«' ^ *^ (c.(2i»)-«' 

l=(™'-i) ,.(2<) -(m--i) t.,(2i«). 

Bedenken wir nun, dass a, irgend eme Wurzel von (22) bedeuten 
kann, so stellt e' irgend eine der Grössen e^, e.,, e^ dar. Die Func- 
tionen ;u(20 und )Lt|(2«M) können demnach in Beziehung auf die e's 
drei verschiedene Werthe annehmen. Indem wir hieran erinnern, 
schreiben wir mit Rücksicht auf (13) die gesuchten Differentialglei- 
chungen in der Form nieder: 






— h'\l\ 
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12 Erster Theil. 

Es lässt sich der reciprükc Charakter der FüDctionen ft. in den 
Gleichungen (32) und (38) bereits in der Preisschrift des Herrn 
Wangerin nachweisen. 

Herr Wangerin geht ans voü: x-\-ir = C.ci)sa,m(t-+-iu) und 
findet für ,«(2;): 

^ sm^am(. A'^ami J VI 2 / ^ 

wenn wir dies in die Weierstrass'sche Schreibweise umsetzen. 

Hen- Wangerin geht aus von: r+ix = Ccosam(i+*M), d. h, 
af-i-ii- = iCco8am(t—iu) und findet für |w(20: 

1 



in Weiorstrasa'schen Zeichen. 

,< fl , ■ 1 ■ , yn N A^ami 

= 6Aam((+«M) ist fi(2t) = 



sin ain(.c( 



für 

,, , , . , . , ,. > Ä'sm^am(.cos^am( 
,. + «■ = 6 A.m((+.„) i,l mC2') = 2^,--^ 

Wie man sieht, führt also die Vertauscliung von « und r, öder das 
Vorti'eten des Factoi-s i ^ ]/ — 1 auf der rechten Seite der Substitu- 
tionen, die Function fi(2i) in ihren reciproken Werth multiplicirt 
mit einer Constanten über, und weiter, es tritt die im § 2 abgeleitete 
zweite reelle Lösung zwischen x, r, (, u bereits in der Preisschrift 
des HeiTn Wangerin auf, und zwar völlig gleichberechtigt mit der 
ersten Lösung, ja sogar das Problem selbst in einem wesentlichen 
Thoilß ßrgännond, sobald man die Jacobi'schen Zeichen anwendet. 

§5- 

Unter den Grenz- und Sonderfällen, welche in (20) enthalten 
sind, haben ausser den in (23) und (25) bemerltt«» uamentlich zwei 
besondere Bedeutung. Das Fundament des Integrals (2!) ist die 
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Autstellung der gewÜhnÜchen niffnrentialgleichungen. 13 

Ftmction p(§ — g,,)) wolche bekanntlich der Diiforentialgleichung 
Qi9)F'(ty = iFXS•)-g,F(s)-s,=^^XS-eMF(S)-e,}{F(.S)-t,) 
genügt. Der Fall, dass zwei der Wuraeln e einander gleich sind, soll 
nun näher betrachtet werden. Es sei 
(40) eA = c^- 

Dann ist 



-^=/7 



tlF 



' (^F-eOfF-e, 
Durch Ausfülu'eD des tutegrals findet man 

(41) F(t+iu) = i,+(,,-e,) tg' (y^^C'+'»)). 
nnd auch 

(42) F(t+iu) = <!,+(«,-«,)ctg-(Vir^(<+!i<)); 
doch gelten folgende Bestimmnngen; 

/^E^ = « tg (V^-«.(<+»)) 

und zwar ist E = +1, wenn^j^-e,, unde^— 1, weiiiie^^Cv) 

l/-fEj^- = "ig(yi;=j:((+~)) 

und zwar ist e = — 1, wenn 'n>-e^, und £ = +1, wenn ei-<Cr. 
Die zagehörigen Differentialgleichungen (32) lauten: 

= K»i'-i)(«,-«)ot8'(2I y«>-«i)-K>»'— aev"S'| P, 

= l(m'^i)(.,-.,)ctg'(2il/i;=S)+('»'-B«,-S'l Q. 

Da die e's unter Annahme der Bedingung (40) reell sein müssen, so 
iann von den Differentialgleichungen (38) nicht die Rode sein, wenn 
(39) die Function F(|) deftnirt. Nehmen wir jedoch an, daas die 
Differentialgleichung (20) in ihrer allgemeinsten Form existirt, ausser- 
dem nur eomplexe Wurzeln hat und bei der Reduction auf die 
Weierstrass'sche Wormalform auf eine p-Function führt, für welche 
«i = ep ist, so können sich (38) auf 




(38 a) 
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14 Erster Theil. 

reduciren, die sofort integräbar sind. Die Erörteiimg der übrigen 
Grenzfälle befindet sich im III. Thoil. Ein anderer Fall bedarf eben- 
falls noch der Erledigung. 

Für 2 = wird Gleichung (18) identisch erfüllt. Alsdann folgt 
aus (17) 



(43) 



( F"'('s) 

■-,, ,~^ = cünst. = iü^: oder 
I J* (?) 

F'i^y = ic'F'—Se'yF+AcY- 



.^T^. 



das Integral dieser Gleichung lautet: 
(44) F(t-i-iu) = j.+ -|-^-^'>('+i"> + --"'^-e-st(;+™)^ 

wo «, ß, Y willkürliche Integrationsconstanten, c' eine reelle, positive 
oder n^ative Grösse ist. Die zugehörigen Differentialgleichungen (32) 
lauten: 






(32 b) 



2^ ; I 

Der Fall «=0 oder (3^=0 ist bemerk enswerth, da alsdann 



(45) 



a) FQ+iu) = y+ ^V e^'=<'+*''>, oder 

b) l<Xt-i-iu) = Y-^-^^e'^'V+'>'} 



ist. Endlich ist noch der GrcnKfall c = zu behandeln. Sei a = j5 
und y-\- -^„- für c = gleich einer endlichen Grösse S. Es er- 
giebt sich 

(46) F{t+iu) = S+a{t+iu)\ 

welcher Fall identisch ist mit dem, dass in (39) : e?. = ß^ = e^ ^ ist. 
Die Difforentialgleichungen lauten: 

«1 'i'O ((• -■-» ,.1,, 
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Aufstellung liev gowöhnliehen Differentialgleichungen, 15 

Resultat. Die Aufgabe, für Rotationskörpor die Potentialglei- 

cliuns ^^^ + -;r-s- + ^r^- = auf gewöhnliche Dlfferentialglei- 
° div' öy^ dz 

chungen ku reduciren, führt auf zwei Typen von Gleicbuugoii : 

d'y 



du' 



-- \(7)i'^\){fu—e})—]i^\y, 



und 



du' V pu—ei J^ 

deren erster in meiner Dissertation eine eingehende Behandlung er- 
fahren hat. Die Moridianourven jener Körper sind die durch die 
Gleichungen (20) bez. (21) definirten ebenen algebraischen Isother- 
men-Ciirveo, deren Anzahl um zwei Fundamentalcurven vermehrt 
und mit Hilfe der Transformationstheorie der elliptischen Functinnen 
ins unbegrenzte gesteigert werden kann. 
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Zweiter Tteil. 

Aufstellung fler Glelülmngcii für die Meridiaiicurven 
der Botationskörper. 

§1. 

Als (las rundainüiit Jür Integralgleichungoa (21) des ersten 
Theiles haben wir die Weierstrass'sche ja-Function erkannt, welche 
in erster Linie im Sinne der oonformen Abbildang zu vei-werthen ist. 
Es ist dies bereits von mir geschehen in der Abhandlung „Ueber das 
Cartesische Oval", Grunert's Archiv, Bd. 69, 1883; ich gebe kurz die 
Resultate an, zu denen ich gelangt bin. Man gehe aus vour 

so ist 

(»+«, = p(i+iuj+p(t—iu) 

Uütei- Anwendung des Ädditionstlieorems der elliptischen Functionen 
lässt sich (2) auf die Form bringen: 

(pt—piuf 

, „„ (t"t»'«+fa,)'+?.(P'+ P''') . 
{pt—piuy ' 



(1) 



(2) 



(3) 



oder 



m 



t>"l(CT 



»)-2»« . 






+vwp'iu~y^piu — 
-w—2piu)—2pt{(v-hiv)piu+pHu- 
+('»+«)f>'!«4-iS,«i«"+S, = 0. 



-is.) 
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Aufstellung der Gleichungen für die Meridianeurven der Rotationskörper 
Die Elimination von pt ergiebt: 

k»'+(ftft+-fi-)+(«+»)v:-2»(^+»)s, 

(6) ft=CC2»), 

oder auf rechtwinklige Coordioaton bezogen-. 



m 






Da nun die rechten Seiten von (3) symmetrische Functionen von pt 
undp^M sind, so ergiebt sich die Gleichung der orthogonalen Ciirven- 
schar in der Gestalt: 



(8) 



[(»■+0'+(?,e+-j|*)+4«''8' 



(9) e = p(20. 

Die Functionen q und ^i ^'»^^t da s>m eine gerade Function von u ist, 
reelle Grössen. Die durch (7) und (8) dargcsteUten Curven haben 
neun Brennpunkte. Davon sind drei reell, während die übi-^en sechs 
im^inär sind. Nach Siebeck (Crelle's Journal, Bd. 57 und 59, 
1860 u. 1861) werden die reellen Brennpunkte bestimmt durch; 

(10) j du 

Die drei Punkte mit den Kreiscoordinaten e„ e,, e^ sind also die Brenn- 
punkte. Hierbei sind jedoch zwei Fälle zu unterscheiden, Je nach- 
dem die Discriminante der g»-FuDctioQ positiv oder negativ ist. 
a) gl~21ffl-:>0. 
Es sind e,, e.^, e^ reelle Grössen, d, h. die drei reellen Brennpunkte 
liegen auf der ai-Ächse; ihre Äbscissen sind beziehlich gleich e,, e^, e^. 
Die hierdurch definirten Curven sind Cartesische Ovale im enge- 
ren Sinn. 

b) gl-27gl<::0. 
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18 Zweiter Theil. 

Es seien e, und e, die beiden conjuijnt ima^maien Woizeln von (10), 
e^ aber die reelle Wurzel. Der eine Biennpunkt hegt aut dei i Atlise 
und hat die Äbscisse'e^; die beiden andern betinden m<1i ani emei 
Senkrechten zur iC-Ächse und zwai j^leicli weit von dienei entleint 
Die Onrven sind Cartesische 0\ile im wciteien binne 

Bezeichnet man mit X den Parameter der beiden Cui-venacharen 
(7) und (8), so dass 
(11) f. = Q = p(2t) oder X = Q, = p(2m) 

ist, so kann man die Gloiciiungen (7) und (8) in eine einzige zu- 
, der man die Gestalt geben kann: 



(12) [(^- 



-iy+r''~im^--f)\ =(U'-g,?.-g,X2^-i-l). 



"2 , 

In dieser Foi-m hat Cayley die Cartesische Cuvve studirt (vergl. Sal- 
mon-Fiedlcr, Höhere ebene Cui-ven. Leipzig 1873, S. 311—312). 
Man erkennt sofort, da.ss für 
(13) X = e„ e„ e, 

das Oval in die doppelt zu zählenden Kreise zerfällt: 

|s, =(Ä;'+r'— 2ö,«— (e;+e,e,)) = 0, bez. 
(T4) { s, = (3;=+r=— 2e,a;— (e^+e,e,)) = 0, bez. 

deren Mittelpunkte die drei Brennpunkte e,, e^, e^ sind. Für die Mög- 
lichkeit a) sind sämmtliuhe drei Kreise reell, für b) nur der um e^ 
zu beschreibende^). Diese Kreise schneiden einander orthogonal; ihre 
Radien sind bestimmt durch: 

|r; = 2«;+«, e. = -(,,-.,)(«.-«,) 

(15) r; = 2el+e,e, = -fe-«,)fe-«.) 

Mit Rücksicht auf einige a. a. 0. angegebene. Identitäten kann man 
(12) auch die Gestalt geben: 



i^j m (?T 



X — e, X — e^ ^^e^ 

') Man vergl. Formeln und Lehrsäiae zum C b ! 1 U pt h n Func- 
tionen. Nach Vorlesungen von Weierstrass liauf,!?bn nHAS hwarz, 
1883. S. 74; und Holzmüller, Einfuhrung n d Tl 1 g n lea Ver- 

wandtschatten, Leip7,i^ 1883. S.87ff. 
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Aufstellung der Gleichiingen für die Meridianourven doc Rotationskörper. 19 

Dieso Darstellang kann als eine Zusanamenzieliung cler Darboux'scheu 
gelten. Denn den Darboux'schea pentasphäiischeu Coordinatea im 
Baume entspvechen tetracycliache in der Ebene '), Eine orthogonale 
Schal' von bicireularen CuiTen stellt sich durch die Vierkreis-Cooidi- 
naten des Herrn Darhoux ausgedrückt dar als 



(17) 





ß—a, 11— 




f 


— «3 


f- 


mit der Nebenbedingung: 










(18) 


fe)-C 


;)'-(- 


:)-(: 


-)"^ 


Durch die 


Substitution: 










(19) 


fi = 


^4 + 




}-«'(«.)__ 




~x- 


-*«"(«.) • 



iä(^)=^(«,-»,)(^-»,)(«_».)(^. 

ist, geht (17) in (16) über, wonn gesetzt wird: 
S'(«.) 



(20) 






HAST»,) 



b^l^ +*«"(«.). 



Bei Herrn DarbouX'sind a^, «j, oij, a^, also auch e^, e^, e, reell, 
während hier gezeigt ist, dass conjugirt imaginäre Werthe von e, und 
ßj und reelles e^ — was dem Fall b) entspricht — ebenfalls oiuon 
Sinn haben, denn die Coefficienten von (12) sind auch bei dieser 
Möglichkeit reell. Für e» = e^ tritt der einfach periodische Greozfall 
ein; die linke Seite von (16) versagt den Dienst und man betrachte 
Gleichung (12); die betreffenden Cartesischeu Ovale — Pascal'sche 
Schneckenlinien — sind von Hen'u Karl Baer seiner Abhandlung; 
„Die Verthcilung der Elektricität auf der Fusspunktflä«he einer. Kugel" 
zu Gmnde gelogt. Für den weiteren Grenzfall e^ ^ e^ ^= e^^O bez. 
(Cj ^ 0, ^fj ^= ist wieder (12) massgebend; es entstellt eine Car- 

') Darboux, Suv une classo rcm'arquable de conrbes et do snvtaces alge- 
briques. Paris 1S73. 
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20 Zweitei- Thoil. 

dioide; maa vergl. ebenfalls die Arbeit des Hen-n Baer, enthalten 
im Jahiesbericlit der Oberschule (Realgymnasium) /.u l''rankfurt a. 0., 
Ostern 1892. 

Die Nebenbedingung (18) geht aus (1.7) liervor, indem man 
[i = oa setzt. Setat man in (16) den Parameter X gleich unendlich, 

so erhält man: l^-j +(-^) +("'") = ^'i macht man dasselbe in 

(8) bea. (12), so erhält man: —ir^ = 0, folglich ist (-^| = 4r', 

d. h. der Kreis s^ ist die ir-Achse, welche hier Focalachse heisst, wenn 
die Grössen e reell sind. Die Ä-Achse schneidet nun die drei übrigen 
orthogonal und ist die Jacobi'sche Curve deraelben. Dies alles findet 
sich in meiner oben genannten Untei-auchung ausgeführt. 

§2- 
Das nächste würde nun sein, die Gleichung 



zu behandeln, vorau^esetzt, dass a, -j-ÄX«) ^'^^ -^^'X'^) reell sind. 
Bedenken wir aber, dass für gewöhnlich nicht die Grössen A, B, C, 
A', B' der Gleichung 
(22) FXt)'' = ÄF\t)+ABF\i-)^&CF-'{^)+ABT{t)+A' 
(Gleichung 20, Theil I) 
gegeben sein werden, sondern die Meridiancurve, für welche die Goef- 
ficienten der Substitution (21) zu bestimmen sind, so erscheint es 
practischer die Abbildung 

welche durch Combination von (21) mit dem Inveraionssatz entsteht, 
zu untersuchen. Die a und ß mögen reelle Constanten bedeuten. 
Führen wir Kreiscoordinaten ein und. setzen 

(24) i^i+ir, = «,, ^,— «>j = «;„ 

(1) a)+ir =v = p{t-^iul fc^ir = w = p{t-iu), 

so ist 

r251 V --^■+^-^ ,„ ^i^i+^i«-. 
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Aufstellung der Gleichungen für die Meridianeiirven der Rotationsliurpcr. 21 
deshalb 



(26) 



-2'».fe°, 



K«, fe+".ft)(», 






°,)-2°,ft 



Diese Werthe sind in die Gleichung (5), nachdem dort gi durch A 
ersetzt ist, einzuführen. Durch Anwendung der Abkürzungen-. 



(2') /,.-f,. = =,A+«.ft fi„ 



-f§ß.ß. 

'SAß, 



t|,^=S.ß•„ tl„=S.ß', 



-ll 



ßA-'fi, 9,. 



S.+K,", 9„='t? 



nimmt die Gleichung der gesuchten Meridiancurven die übersiclltliche 
Perm an: 

-4.;p'»;-2»i/„ä',.-»:,i-if,.6„-8:,i] 

28){ -2«,«+':P»l/,.S..+/.A.-2*,.',.l+l!„^„+t„«„-2s„9,.l] 

+4C»;+r;XJ'x;,+i|/„<,„-i;,H4-|!,.«„+f„i„-29„9.,i] 

1 -2«,[2J|/„j„+/„ft,-2t.,i„|+lf„5„+f„6. ,-2&,enl] = 0. 
A = e = ^(2*), bez. ;t = e^ = s3(2z"m). A reell. 
Für A = e,, e^, e, entartet die Curvo in die doppelt zu zählenden 
Kreise: 

(a,+|J,«,)'-(j;(2e;+e,«,)+(»;-H-;)K«,+A«.)-C;{2«;H-«A}] 

— 2«,[a,«,+e,/„— ftft(i!;+«,e,)] = 0, 

(»,+A«,)---fi(2«;+«.«,)-H«;-H-t)K«,+fte,)'-«2«;+«.«,)] 

-2»,[it,I.,+«,/„— ftMe;+e.«,)] = 0, 
(a^+ß,i,y-ß',ßel+i,e,)+(A:l-H-ll(a,+ß,l,y^fl(2el+t,e,-)] 

-2«,[«,o,-H,/„-ftjJ.(«;+e,<!,)] = 0, 
wie sich airs der Gleichung der Curvo, welche (12) entspricht, sofor-t 
ergiebt. 

Die Mittelpunkte dieser drei Ki-eise liegen bei reellen e's auf der 
iE-Achse, welche dieselben orthogonal durchsetzt, also ihre Jacobi'sche 
Curve ist. Die Radien dieser drei Kreise sind gegeben durch; 



(29) 
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_j4iM±Vi)_ 



l(« 


+?,■> 


)■- 


fi(2« 


+«3 


«jr 




"i 


,(2 


;+«, 


,) 




l(« 


+fte 


)"- 


-KP« 


+ «S 


eX' 




«! 


.P 


',+«, 


,) 





(30) 



Mau ist also nach Gleichung (16) sofort im Stande die Daretellung 
dei' Meridiancurve (28) in Dieikreis-Coordinaten niederzuschreibea. 
Setzt man die Werthe von (26) in (12) ein, so ergiebt sich diejenige 
Form unserer bicircalaren Curve, welche Salmon-Fiedler, Höhere 
ebene Cnrven, als Normalform bezeichnet. Herr Moutard nennt 
unsere Curven anallagraatische, weil sie bei der Invereion ihren 
Grad nicht ändern. 

Die Gleichung (28) ist identisch mit der allgemeinsten Meridian- 
curve des Herrn Wangerin, welcher jedoch in seiner Abhandlung 
in den Monatsberichten der Akademie nur die Form der Gleichung 
augiebt, sie aber nicht explicite entwickelt. 

Die Goefficienten von (28) sind Functionen der 5 Coefficienten 
dee elliptischen Radicandus und des Parameters l, also völlig unab- 
hängig von einander. 

Wird in (28) an Stelle von r] gesetzt; i/]-i-s% so ergiebt 
sich die Gleichung des Rotationskörpers, für welchen die Reduction 
der Potentialgleichung anf gewöhnliehe Differentialgleichungen mög- 
lich ist. 

Für X = cx> geht die Gleichung der Meridiancurve in diejenige 
der «-Achse: .i'=;0 über, welche Focalachse wird, wenn gl — 27^^ >0 
ist; für ^ ^ bleibt die Cnrve von der vierten Ordnung. Für ei = e,, 
erhält man offenbar die Inverse einer Pascal'schen Schneckenlinie, 
für e, = öa ^ «3 ^ die Inverse einer Cardioide. Die Grössen a 
und ß können aber auch so bestimmt werden, dass (28) in eine sym- 
metrische Siebeck'sche Cui-ve, oder in eine Lemniskate, wobei man 
vortheilhaft ^^ ^ oder ^, = setzt, u. s, w. übergeht. 

Zur Meridiancurve (28) gehören die Differentialgleichungen (32) 
des ersten Theiles mit den Grenafällen (32a) und (32b) für ej = e^, 
und (47) für e, = Cj = e, = 0. Ans meiner Dissertation ist bekannt, 
dass (32) Lame'sche Functionen, (32a) und (32b) Laplace'sche 
Functionen imd (47) Bessel'schc Functionen definirt. 
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§3. 

Im § 2 des eretcn Theilea haben wir behauptet, i3ass (28) aoch 
nicht die allgemeinste Meridiancurve sei, sondern dass dieselbe aus 
der Gleichung (21) des vorigen Paragraphen heiTorgeht, wenn wir 
dort « einen complexen Werth geben, wodurch natürlich auch R'{a) 
und ß"(«) complex werden. Verknüpfen wir (21) gleich mit einer 
Inversion und setzen 



(31) 



«,+(>,( 






«.+4«+ K^45=^) ' 



WO die a, ß reell, die a, b, c complexe Grössen sind, so kann man 
(31) offenbar auf die Form bringen 

(32) ^.^+,:,. =5+.^^ + - 



oder 

i>(it+iu)—(p^-{-iq^) ' 
und da es ja auf die Lage unserer Meridian cui-ve in Beziehung auf 
den Anfangspunkt der Coordinaten gar nicht ankommt, so ist end- 



(33) *,+«^ p((^^^;_fp^^_i^j 

zu untersuchen. Setzen wir wieder, wie früher, in+ir =^ pQ+iu), 
so ist 
(34) ^+»> = li±i^k±(.P?±ßs)(^j±lZil , 

folglich 



(35) { 



■ Pi'^i+g/i+.Pat'^!-!"*'?) 



in die Gleichung (8), nachdem dort q durch den Parameter X ersetzt 
ist, einzuführen. Es einlebt sich eine Meridiancui've, deren Gleichung 
die Form hat'): 

') Man vergl, Haciitzschel, Ueber das Cartesischo Oval, Griinert's Archiv, 
Bd. 69, S. 403, 1883. 
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«Qtl deren Coefticienton explicite lauten: 

^ = ((p,-fl"+?:-K"'-t)) -(" -ft'-ftXäR+i), 
't(p,p,+?,?.-ip.){(ft-i)'+?;-4(6J'-|)] 

-2p, («'-J.*-«/.), 

~2g,(4J--<,,A-s,), 

+2(p;+9D{(P.-«'+?'.~i(6»'-|)j. 
E~ 4(p,55— 3,p,+A(/,)" 

+2(p;+,;) |(|, -2)-+5;_i(6i'~ |)) , 

— 8(p,p,+},s,— JPiX?,?.— «iP.+A?,), 

ü— — 4(p;+};xp,?,~s,p,+J},), 
j=(p;+5;)-. 

Die Coefficienten der Gleiohnng (36), welche sich iiuf acht leclu- 
ciren lassen, sind Functionen der fünf Coefficienten des elliptischen 
Radieandus und des Parameters A; folglich müssen zwischen ihnen 
zwei Bodingungsgleiclmngen existiren. Dieselben lauten: 
(38) a) ea— 2JF=0, b) &' — H> = iJ(D -E). 
Für Ä^e,, öj, e, entartet die Meridiancurve (36) in die doppelt an 
zählenden Kreise: 

(a:;+.-;)|(p,-«,)'+5j_(2«;+«/.)l+2j:,l|,,p,+},},-«,p,] 

(«;+>';)i(p,-«,)"+s;-(2«!+«/i)i+2»',ip,p,+?,«,— «#,i 
(s;-H-;)l(p,-«.)'+?;-(2«;+e,«,)i+2.':,iy,p.+j,g,-«.p,i 

sich aus dem Analogen der Cayley'schen Gleichung (12) sofort 



(39) 
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ergiebt, clas man erhält, wenn man die Werthe von (35) in (12) ein- 
führt. Die Mittelpiuakte dieser drei Kreise haben die Coordinaten: 



(40) 



(41) 



•, f\f-r^ tili "iJ'i j-iaa ^ifa ■ 'm 



(p,-«j'+?;-(2«:+«,«.) ' cp,-e.)'+?;~(2«;-Hi,«,) 

! Radion derselben sind gegeben durch: 

\(p,-',)'+t',-9'\+;'.X ' 

i(p,-«,)"+«;-(2«;+«.«,)i" ' 



Man kann nun nach (16) sofort die Darstellung von (36) in Drei- 
kreis-Coordinaten niederschreiben. Für die MögHchteit g\ — 27 ^j > 
besitzt die Cui-ve sechzehn Brennpunkte, davon sind jedoch nur vier 
reell; dieselben liegen auf einem Ki'eise. Die drei Grössen e sind 
reell; deshalb sind es auch die drei Kreise (39), die einander ortho- 
gonal schneiden. Dieselbon werden von einem vierten Kreise, ihrer 
Jacobi'schen Curve, orthogonal geschnitten; man erhält denselben, 
wenn man in (36) ^ ^ oo setzt. Die Gleichung desselben ist; 

(42) ., = ,, (^; +r;) + ?, ^, -j., .-, = 0, 

er hat den Mittelpunkt: 

und der Radius ist bestimmt durch: 

Der soeben erwähnte Focalkreis ist der Kreis, auf welchem die drei 
Mittelpunkte (40) liegen. Die Coordinaten des Mittelpunktes dieses 

fünften Kreises sind proportional mit Dieser fünfte Kreis geht 

wie der vierte fiir §3 = und §1 = in die a^j -Achse, för 2j = 
und ;>, = in die )-,-Ächso übor. Werfen wir überhaupt einen Blick 
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auf die Coefftcieiiton (37), so erkennen wir, dass A niemals ver- 
schwinden kann. Denn da ^ = identisch ist mit der Gloidiung (12) 
für aj^Pj, r = q,^, so miisste alsdann x-i-ir^=p(t+iu)=p^+iq^, 
d.h. ifii+ir, = CO soin, wie es Gleichung (33) lehrt; von einer Me- 
ridiancurve könnte alsdann keine Rede sein. Für 

(44) q,=q,=<i smA C = 0, F=0, H=0. 

Gleichung (36) wii-d identisch mit (28), wenn te^—^ statt a:^, 
)\ — tl statt r, gesetzt wird und nachträglich der Index 2 von * und 
r durch den Index 1 vertauscht wird. Ausserdem bestehen die Be- 
ziehungen ; 



^ ■■ 



(45) 



Für 

(46) p^ = ii^^O sind B = 0, F==0, G = 0; 

es entsteht eine Meridiancui-ve, welche in so fern das Änalogon zu 
(28) ist, als gleichsam x, und r, vertauscht worden sind oder das 
Achsenkreuz um 90" gedreht worden ist. 

Es verlohnt sich einen Augenblick hier zu vorweilco. Nach 
Theil I, Gleichung (20) ist: 

(47) F'\^) = AF'(_^)+ABFXi)+GCF\t)+^B'F(^)-^Ä: 
Gesetzt, wir- hätten durch die Substitution mit reellen Coeffieienteu 

die Gleichung (47) transformirt auf die Legendre'sche Sonnalform 
(49) 9,'^C|) = (P, + Q,9\S))(P, + Q,y=(?)) 

und wenden erst jetzt die Weicrstrass'sche Substitution an 

so kann die Wurzel a, nur reell oder rein imaginär sein. Gehen 
wir die einzelnen Möglichkeiten durch, so haben wir: 

ß) Alle vier Wurzeln a reell; ^l^21^l^0. 

Man leite das Cai-tesisehe Oval x-^-ir ^ p(^ — '§^) her, mache 
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die durch (50) angedeutete Inversion mit leellen Coeföcienten, und 
alsdann die in (48) gegebene; das Endtebultat ist die Gui-ve (28). 
ß) Zwei Wurzeln reell, zwei ciimplex, gl — 27^3<0. 

Unterfall 1): Man verwendet zur Reduction von (49) 
auf (50) eine reelle Wurzel «,, es ist alles genau so wie in 
a; mau gelangt zur Curve (28). 

TJnterfall 2): Man verwendet zur Reduction auf die 
Weieratrass'sche Normalform eine rein imaginäre Wurzel 
a, des RadikaDdus (49); dann ist ^R'ia,) rein imaginär, 
^ü"(a|) aber reell, demnach kann man (50) schreiben: 

(50») ... + ". -<«-+K5=f^(,J-). 

oder 

(^»» '.-■-. = ".+^5w_, 

d. h. man führe die Inversion mit reellen Coeflicienten am Cai-te- 
sischen Oval x+ir = p(g — gj durch, wie es die rechte Seite von 
(50j3) lehrt; ereetze alsdann ic,] durch r, und r,) durch — .«,, oder 
drehe die Meridianeurve um 90" im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers, und führe jetzt die Inversion (48) durch. Das End- 
resultat ist die Cui-ve (36); die vor der letzten Inversion entstandene 
Curve entspricht dem Fall (46). 

y) Alle vier Wurzeln von (47) complex; gl — 21 gl >-0. 

Das soeben unter ß) ünterfall 2) Gesagte gilt hier wörtlich. 

Lässt man nun die Meridiancui-ve (36) um die a;^ -Achse rotii'en, 
80 entsteht ein Körper von der achten Ordnung, denn es ist 
fj = yi/^-i-s^ zu setzen. Der Körper bleibt von der achten Ord- 
nung für ^ = 0; er wii-d auf Grund von (42) für A == oo zu einem 
solchen von der vierten Ordnung, zu einem Kreisriug, nachdem 
noch die in (32) angedeutete Verschiebung des Coordinatensystems 
vorgenommen ist. Besteht die Meridianeurve (36) aus zwei Zügen, 
so kann ein ringförmiger Körper achter Ordnung entstehen; 
in der Preisschrift des Herrn Wangerin finden sich Andeutungen 
über die Existenz solcher Körper, aber nur von der vierten Ord- 
nung, vor. 

Die zugehörigen Differentialgleichungen sind durch Theil I, (38) 
gegeben; die Sonderfälle öa = e„ und e^ = e^ = e^ =: 0, für welche 
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die Differentialgleichungon einfach peiiodische bez. algebraische Coef- 
fldenten beltommeu, erfordern für die Meridiancurvea (36) eine be- 
sondere Unters uchnng, die an anderer Stelle geführt werden soll. 



Wir sind in der glücklichen Lage, die Richtigkeit der Ausdrücke 
(37) für die Coefficienten der Gloiclinng (36) controUiren zu können, 
indem wir den Beweis antreten für die Giltigkcit der folgenden Be- 
hauptung der Weierstrass-Schwarz'schen Formelsammlung, wo es 
im Artikel 51 auf Seite '75 lautet: „Durch die Function 



[I] 






V5E5 



■1/fa 



■».)(«■ 



14) 



wird die conforme Abbildung der einblättrigen Fläche des Rechtecks 

[II] u^tw.^t'm, (0 < i^l, 0Ü'< 1) 

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. 
Dem Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder 
der beiden Mittellinien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des 
Kreises. Den Ecken des Rechtecks entsprechen die vier Punkte 



IUI] 



hY' ,-<.^>V', 



Durch Vergleichen von (32) mit [I] findet sich: 


^ J5 = -/:T^. •'"-V^;- p.-äfe-Ol/^; p,' 


q, = ~2(« -«.Vi- ;_■ ; ',, = ]/(' -',)<.'.-'.)■ 


llshcr 






(52) 


p.i.-t.p.+'-i, = K',—oi'-'-)i-;ßl 




(p,-;.)'+./;-i(6r-*) = -2(i-..)(i-e.), 




pl+ii = -ife— ',)(«,-«,) = i. 
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AVeiter aus (37); 



(53) 



F= -8C;.-e,)P~«.)LÄ 



)+('-'»- 


'X, 


,)+('-e.X'- 


',)], 


«,Xv-^.) 








Setzen wir dies in (36) ein, so können wir durch L lieben, voraus- 
gesetzt daas L nicht verschwindet; geschähe es, so würde sich ja [I] 
auf — 1 oder — i reducirea und von einer Lösung der Abbiiduugs- 
aufgäbe IcJinnte nicht die Rede sein. Der Krois s, = wird durch 

die Gerade x, =^ V ' ■ -, also einer Parallelen zur r -Achse, — der 



\'-- — ^, also ' 

». = ('.-l/|=|)"+('.-/^J- 



Kreis «3=0 wird durch die Gerade »■, =1'-'^ -, also einer Pa- 
rallelen zur a;,-Achso dargestellt. Der Kreis s^ = ist imagi 
seine GleichuDg lautet: 



)+l = 0; 

offenbar kann also von einem Niederechreiben unserer Curve in Drei- 
kreiscoovdinaten nicht die Rede sein, denn r^ = oo und i\ = oo. 
Die Gleichung des Orthogonalki'eises 8^=0 lautet: 

Ist das Rechteck ABCD gegeben, so ist auf der Seite AB stets 
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t'm^ ^0,A.h.Q, =^(2t'm^) = p(0') = oa. Setzen -wii- aber /l^ei^=oo 
in (36) ein, so ergiebt sich der Einheitskreis s^. Auf der Seite BC 
ist i(o, ^w,, d. h. Q^ ^(2i(Oj) = S>(2(u,) = co; also 1 ^= j ^ oo; 
auch dieser Seite entspricht der Einheitskreis s^. 

Auf der Seite CD ist t'ta,=m^, d. h. q, = p(2^m^) = pCSto,) = cx>; 
also ^ = ej=cxj; awch dieser Seite entspricht der Einheitskreis s^. 
Endlich auf der Seite ÄD ist t co, = 0, d. h. g = sa(2(to,) = ^(0) = co; 
auch dieser Seite entspricht der Einheitskreis s^. Wir sehen also, 
jeder Punkt im Innern des Rechtecks ist bestimmt als Schnittpunkt 
zweier Curven. (36), die eine mit dem Parameter X = q, die andere 
mit dem Parameter X = q,; die Gesammtheit dieser Punkte wird be- 
grenzt durch den Einheitskreis s^, dessen Punkte den Punkten der 
Begrenzung des Rechtecks entsprechen. Auf der Mittellinie EF des 

Rechtecks, welche \\AD und \\BC gedacht ist, ist im, = -^^ ; d. h. 

ß = p(2t<a,) = p{uij = Cj ; also A == e = e,. Der Mittellinie EF 

entspricht demnach der Dui'chmesser je^ = 1/ ' , welcher lüer an 

die Stelle des Kreises s^ getreten ist. Auf der Mittellinie GH des 

Rechtecks, welche \\ÄB und \\CI) gedacht ist, ist t'm^ = J , d.h. 

Q, = p(2t'o)^) = p((Oj) = e,; also X^= q, ^ e,. Der Mittellinie GH 
entspricht demnach der Ki-eis s,, der sich aber hier, wie vorher ge- 
i/e,— e„ 



zeigt, auf den Durchmesser r, = y reducirt. Dem Mittelpunkt 

M des Rechtecks entspricht demnach der Schnittpunkt der soeben 
genannten Durchmesser, welcher offenbar mit dem Mittelpunkt des 
Einheitskreises s^ identisch ist. — Wollen wir jetzt noch die letzte 
Behauptung [III] beweisen, so steUt sich in so fern eine kleine 
Schwierigkeit ein, als die vier Eckpunkte A, B, C, D sich als Schnitt- 
punkte derjenigen Curven (36) darstellen, welche entstehen, wenn 
X = Q=ioo und ^ = g, =: oo gesetzt wird. Dies ist aber jedes Mal 
der Einheitskreis, sodass sich keine bestimmten Werthe für die Co- 
ordinaten ergeben, um solche dennoch zu erhalten, suche man die 
Coordinaten der Schnittpunkte des Einheitskreises s^ mit der Cm've(36) 
und lasse nachträglich X unendlich gross werden. Da der Einheits- 
kreis s^ durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht, so kann man 
seine Gleichung schreiben: 
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(55) 8^ = ^ä-i-,-s_2;b;^— 2/tV, = 0, d. h. es ist x]+r\ = 2(k^,-+-h'r,). 
Wird dies in (36) eingeführt und dabei (53) beriickaichtigt, so er- 
giebt sich 

(66) ! J L ^ 

I +(. -f.)(i-«,) (<■,- y^E^ )' = 0. 

Aus (Fi4) uud (56) ergeben sich die vier Werthe: 

Die vou Herrn H. A. Schwarz gegebenen Coordinaten sind unsere 
Coordinaten «j und r^ aus (32). Nun ist 

Setzen ■wir also noch X^oo, so e^eben sich die Coordinaten der 
vier Punkte in der Behauptung [III]. Bei unserem Achsenkreuz 
a:,, r, sind jene vier Punkte bestimmt durch: A'} 0, (Anfangspunkt); 

fi'ISy^S^ 0; i)'10,2"|/^i^; C'jay^ä^, 2]/^^- Der 

Mittellinie EF des Rechtecks entspricht der Durchmesser E'F', wo 

E' die Coordinaten: l/- -, y- — - — 1 hat, denn X ist gleich e, 

zu setzen. Kurz (57) stellt die Coordinaten irgend eines Punktes 
auf der Peripherie des Kreises (54) dar; dabei ist X entweder gleich 
Q = j3(2(ü)|) oder gleich q^ = p(2t'o}^) bu nehmen, wo * und t' durch 
[II] gegeben sind. — Wir knüpfen hieran folgende Bemerkung. Das 
von Hen-n Schwarz definirte Viertel des Periodenparallelogramms, 
das im allgemeinen die Form eines Rechtecks hat, wird durch die 
Function (32) conform auf die Fläche des Kreises s^, der Jacobi'scheo 
Ourve, so abgebildet, dass der Mittelpunkt des Rechtecks dem Mittel- 
punkt (Radikal centrum) des Kreises entspricht. Den Mittellinien des 
Rechtecks entsprechen im allgemeinen die orthogonalen Kreise s, und 
s,, deren Radikalachso stets durch das Radikalcentrum von s , s und 
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«3 hinduTchgelit. Sollen nun den Mittellinien ebenfalls Linien ent- 
sprechen, so müssen p^ und q.^ so gewählt werden, wie es Herr 
Schwarz gethan hat, damit s, = und s, = die Gleichungen von 
geraden Linien werden. Vor allem darf q,^ nicht gleich Null sein, 
damit nicht das Ratlikalcentrum in die Unendlichkeit rücke und der 
Kreis, welcher dem Rechteck entspricht, zu einer geraden Linie werde; 
wir erkennen, warum L = Aql nicht gleich Null sein darf. Bisher 
war der Radius des Kreises s^ beliebig. Soll derselbe gleich 1 sein, 
so muss p\+q\ =^<l\ sein. Die Geraden s, =: und «j ^^0 sind 
Durchmesser des Kreises, wie es die Aufgabe verlangt. Herr Schwarz 
hat nun die nicht in der Aufgabe ausgesprochene Bedingung an diese 
Durchmesser geknüpft, mit den Coordinaten - Achsen «^ = und 
)-^ = zusammonzü fallen. In Folge dessen ist die doppeltpetiodisehe 
Abbüdungsfunction noch mit dem Factor: 

_i/E 



behaftet; ausserdem liegen die vier Punkte, welche den vier Ecken 
des Rechtecks entsprechen, nicht auf den Achsen und haben die 
oben angegebenen Coordinaten. Liisst man die so eben e 
Nebonbodingung fallen, so leistet die einfachere Function 



(D ^ +«■ = »('+<")-"■ +-V(<'.-<'.)(«."'.)1 

■ ' p{t+iu)-.,-iyi.,-.,X.,^e,) 

alles was die Aufgabe verlangt, jedoch liegen die vier Punkte, welche 
den vier Ecken des Rechtecks entsprechen, auf den Achsen oj^^d 
und r„ ^= und haben natürlich die Coordinaten: 0, ±11 . , 

u,.±-i.o\' ""' 

p, =0; 5, = 2$,; 1=1; ^ = 0. 

Die Punkte auf der Peripheiie des Euiheitskreises sißd bestimmt 
durch ihre Coordinaten; 

2'', 



_+ fk 



■^/l- 



-l/(2-o,)Ci-«.)!- 

i im Stande ist zu jedem Punkte auf dem Umfange dot 
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Rechtecks den entsprcchonden auf der Peripherie des I 
den. Irgend ein Punlst im Innern des Recliteclts, gegeben durch seine 
Coordinaten (t, «), hat zum entsprechenden Punljte einen solclien im 
Innern des Kreises, der sich darstellt als Schnittpunkt zweier Curven 
(36) mit den Parametern J>(2() bez. p{im). Für die Abbildungs- 
functiun (P) lauten die zu (36) gehörigen Coefficienten ; 

Ä = -(i— «,)(i— e,)L, 
B =. —4(J— e,)(l— e.)L, 
6' = 0, 
J) = L(L-4(i-«,)(;.-<>.)), 

r — — 4Lyt(l— e,). 

e = 2i', 

ir=— 4/-yL(i— «,), 

j = l: 



(53') 



(58) 



Wir haben im § 2 des ersten Theilea darauf hingewiesen, dass 
auch die von uns entwickelte Meridiancurve (36), obschon allgemeiner 
als die allgemeinste dos Heran Wangerin, noch nicht als die allge- 
meinste gelten kann, denn nach Herrn Weierstrass ist als die all- 
gomeinste Form des Integrals von Gleichung (20), Theil I. anzusehen: 

F(t-i-iu) = 
WJ-\/is'-g,s-g,-hiR'( ^,lB -^R"(^J} +^fi(^„)R '"(^,) 

Dabei ist s = p(t-\-iu), ie^ irgend eine reelle oder complexe Con- 
stante; für s ^ oo ist Fit-{-iu) = as^. Die Gleichung (58) ist nun 
im Sinne der couformen Abbildung zu deuten; wir wollen unsere 
Angabe dahin einschränken, dass wir ermitteln, den Geraden t = con- 
stans und M = constan8 entsprechen Curven sechzehnter Ordnung; 
das Niederschreiben der Coefficienten der Gleichungen dieser Curven, 
sowie die Trennung der Vaiiabeln behufs Aufstellung der Düferential- 
;en, wie es im I. Theiie geschah, versparen wir uns für eine 
ere Gelegenheit. Die gestellte Aufgabe ist in so fem interessant, 
nach Herrn Holzmiiller (Einführung in die Theorie der isogo- 
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nalen Verwandtschaften u. s. w. Leipzig, Teubnei, 1882 S. 235) bis- 
her nur ein von Herrn Lindemann (Matliemitwhe Annalen, Bd. 19; 
Seite 329— 331) ausgeführtes Beispiel einei uritionalen Verwandt- 
schaft existirt, welches jedoch einfacher ist als das un'^rige. 

Wir nehmen drei Ebenen an; 1) die Ebene der t « 2) die Ebene 
des Carteaischen Ovals; jeder Punkt des Ovals habe die Ereiscoor- 
dinaten s, a; so dass also s = p{t~iriu\ ü = p(t—iu}; 3) die Ebene 
der aufzusuchenden Meridiancurve. Jeder Punkt dieser Curve ist defi- 
nii't durch die Kreiscoordinaten x,-{-ir^ — x^=^v, x, — ir, — x^=:w, 
wenn *„ die conjugirte Grosse au a:^ bedeutet. Nach den Vorlesungen 
des Herrn WcioTstrass kann (58) geschrieben werden: 



Dabei ist 










(60) {'" = 


J!(«.), 


= JK"'(^.), 


'■' = 


Aß«'(».) 


(59) lässt sich abgekürzt schreiben: 






(61) 




h'-i-m^-tn 


= 0. 




Dazu gehört di 


c Gloidn 


ing 






(62) 




Xa^^!^ii-\-y 


= 0, 





welche aus (61) hervorgeht, indem überall die conjugirt imaginären 



(61) und (62) vermitteln den Zusammenhang zwischen Ebene 2) 
und 3); denselben hat Hen- Lindemann erforscht, wenn noch m^O 
und ^ = ist. Unsere Aufgabe aber ist, den Zusammenhang zwischen 
Ebene 1) imd Ebene 3) zu ermitteln; dazu muss noch der Zusammen- 
hang zwischen Ebene 1) und Ebene 2) gegeben sein. Der letztere 
ist bekannt aus Gleichimg (5) dieses Theiles und lautet, nachdem 
noch V und w dort durch s und a ersetzt sind: 

(63) sV"+ß-|-(s+ff)V+(*+ö-)sö>'+sff^-l-(s+ff)£ = 0. 

Aus (61) folgt: 

8^=—-^^ — ■'■ und aus (62): a' = ^^^ — ■■■ ■ 
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Dies iü (63) substituirt, führt auf: 
(64) Asff+Bs + Ca-^D = 0, 







A = 


p,(™_|,i)+l|2(j+ä)!-,m|, 




m 




B = 


,v(m-yl)+l\ it 


-ß~\, 






C = 


:F(»-|»0+i| «i 


-T>\, 








D = 


:«(»-fO+''-l «i 


-C»l 




Aus (64) folgt: 
















(Cir+ß) 












'(Aa+B) ' 






Dies in (61) eingefülirt 


, ergiebt; 






(66) 


l«'QC'- 


~mÄC+A'n)+a(2WD~t,. 


iAD-„ 


iBC+2nAB1 




+(lD'~BDm+B''. 


.)_0. 




Dazu 












(62) 






aV+fffi+y = 0, 







durch Eliminatiou von ff die Gleichung der gesuclitcn allge- 
Meridiaacurve in der Form erscheinen: 



= [{lC'-hA[An^Gm])!i—{2lCD+A[B7^Dm}+B[Än-Cm])X\ 
X[(2lCD+AlBn—Dm]+B[An—Cm])v—iW'+B[Bn—Dm])ij]. 

Hier sind aber noch einige Vereinfachungen möglich. Wir merken 
die Umformungen und Abkürzungen an: 

rem 1-^"-'^'" =h = iHß'»-y'')+>-{''(''ß+')-"»')l 

^ ' \Bn—Dm =^ Ixp = t\r(ßm—Yn)+).(ne~am)\. 
Die Gleicliung (67) ist jetzt erstens durcli T tlieilbar und gewinnt die 
Gestalt : 

l[KC'+A<t)-KD'+B^y\'=[p(C'+Af}-K'iCD+Axp+Bf-)] 
^ ' l X K2Ci'+4*+-B¥)-p(-ß"+Bip)]. 

Werden nun die Wertlie aus (65) und (68) eingesetzt, so nimmt die 
Gleicliung (69) die neue Form an: 

iWF+l^fiQ-vF}+l'vR->.'T]' = 
^ \,fP+Xlili.q-2tPyrX'(nR-iQ)-l'iqy'iiF+lr'Q+XXvS—p,T)l 

wo die angewandten Al)kürzungen die naclistehendo Bedeutung haben: 

3' 



y Google 



(71) 



(72) 



Zweiter Theil. 

= (n-ßiy+(m-yt)(ßn>^rn), 

= 2(n—ßlX£l—yn)+(_ßm—ynXl(2ß+S)—Ym) 

+(m~yl)(n(2ß+ö)—-e')}i), 
R = (el—Yny+(l(2ß-\-d)--Ym))(n(2ß+S)—sm) 

—%n—ßlXal—ßn)—(ßm--ynX£l--ß'm)—(m—yl)(£n—am% 
S = 2(al~ßnXd~yn)-{-(sn^aviXl{2ß-\-äy-Ym) 

-^(^el—ßm){n(2ß+ä)—em), 
T = (al—ßny+(sl—ßmXsn—am). 

Werden die Klammern in (70) gelöst, so wird die Gleichung der 
Meiidiancurve zweitens durch V theilbar und lautet für unseren Zweck 
endgültig: 

-i-X'{vXR''+2PT+2QS)-vn(RS+3QT)+n''RT\ 
-\,l^v(S^^2RT)—fiST\-\~X'T' = 0. 

Erinnern wir uns der Bedeutung YOn l, m, n als Functionen zweiter 
Ordnung der Ktoiscoordinato v = x^-hir, — a;„, und der Bedeutung von 
X, jx, V als den conjugii'ten Functionen zweiter Ordnung der Kreiscoor- 
dinate w■=ls^ — «V, — a:^, so sind die Glieder höchster Potenz solche 
mii{vv)y = {(x^—ay+{r^—byY, d.h. die Meridiancurve (72) ist 
von der sechzehnten Ordnung; der zugehörige Rotationskör- 
per ist von der zweiunddreissigsten Ordnung, da (72) auch Glie- 
der enthält, welche mit r, ='l/)/5+s^ proportional sind. 

Die Gleichung (72) stellt zwei Schaai-en von orthogonalen Curven 
dar; denn die Coefficienten a, ^3, j" u. s. w des Cartesischen Ovals sind 
entweder- Functionen des Parameters q ^ »»(S*) odei des Paiamoteis 
e, = ja(2w). Aber jede Schaar selbst zerfällt in zwei Massen ]enat.h 
dem x^ eine reelle Constante, also x^ =*oj ^^^^ "v ^'^^ complexe 
Grösse ist mit dem conjugirten Wei-the x^. Bemcrkcnsweith ist der 
besondere Fall, dass a:^ eine Wurzel von R(^) = 0, "üso r^^=(i ist 
Dann werden (61) und (62) zu vollständigen Quadraten, nämiich es 
ist w' — 4m^ := und ;ii'^4rA = 0; Gleichung (58) geht in unsere 
frühere Gleichung (21) über; Gleichung (72) der MeridiancurvejWird 
die vierte Potenz entweder der Meridiancurve (28), wenn x^ reell, 
oder der Meridiancurve (36), wenn sc^ complex ist. Die Grössen P 
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Aufstellung der Gloichungcn für die Meridiaaeiivvou der Rijtatiottsltürper. 37 
und T aus (71) lassen sich z, B. schreiben: 

und werden demnach zu Quadraten für m' — 4nl= 0; kurz in (72) 
köaacn Vereinfachungen YOi^enomraeo werden, auf die hier nicht 
näher eingegangen werden soll. Gleichung (72) ist der Ausdruck der 
Muttercurve, welche alle bisher aufgestellten algebraischen Isotliermen 
als Sonderfälle in sich enthält, sofern dieselben Fundamentalcurvea 
in dem nocli gleich zu erörternden Sinne sind. 

§6- 

Wie wir im § 2 des ersten Theiles gesehen haben, giebt es noch 
eine zweite Losung der von HeiTn Wangerin aufgestellten partiellen 
Difforentialgleichuugen, der nun noch eine kurze Betrachtung gewidmet 
werden soll. Es war 
(73) r-\-ix =^ (p{t-^iu), 

wo <f'(t-i-iu) = (p(S) bestimmt ist durch die Gleichung: 

Das Integral ist: 

doch hat p(^ — l^,) dieselben Invarianten wie die bisherige ja-Function, 
wie wir a. a. 0. gezeigt haben. Um zu zeigen, dass sich wesentlich 
neues nicht ergiebt, transformiren wir (74) auf eine Gleichung von 
genau derselben Form wie I, 20. 
Setzen wir 

(76) f(S = i^(t), 
SO entsteht 

(77) xp'\i) - A^\^)+4B^X^)+&CipX^)+B'^(^)+Ä'. 
Also ist 

oder 
(18) «+.(-.•) = r,+^; 
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so ist 
odor für 



3g Zweiter Theil. 

d. h. nachdem die Gleichung (77) gedeutet worden im Sinne der con- 
formen Abbildutsg und man Meridiancurven von der Form der Glei- 
chungea (28), (36) und (72) erhalten hat, in denen aber j\ statt ts, 
und «, statt r, steht, vertausche man schliesslich wieder r^ mit x und 
JE, mit — r; es ist also nur das Vorzeichen von r, in das entgegen- 
gesetzte zu verwandeln, wodurch in (36) und (72) eine Aondcrang 
entsteht. 

Sei im besonderen ^ ^ 0, und C = 0, so ist 

Man setze: 

,"(8 = 4o'(E)+4BB'(r(|)+4'B", 

g,=—iBB', s, = ~A'B\ 
ist 

(r"(i)=4«'e)-j,«(a-s„ 

d.h. 
also 

9(f> = •s>e-5.), 

oder 

oder 

«+!(-.■) = -;^ »>('+•»). 

Setzt mau jetzt noch B = l, so kommt man auf §1 zurück, nur 
dass statt (+i') bu setzen ist ( — r), was aber im Resultat, der Meri- 
diancurve (7), keinerlei Aenderung hervoiTuft. 

!l 
Die Anzahl der Rotit on t ije 1 ■v 1 le das von Herrn "W an- 
gerin gegebene Verfahien lei Tien rmg der Variablen zum Ziele 
führt, ist keineswegs auf he bi he ibfjeleiteten Meridiancurven be- 
schränkt, wie man vielle cl t inzi let men cneigt ist. Da nämlich 
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4 iWelliin); iIpc (ilei liungen fär lie Meiidiiniuiisn dei R taKonskuiper '^') 

die Aufgabe, die Meudidin-ui\cii uii'ilhi Rotdtionslvuipei herzuleiten, 
identisch ist mit der von Herrn H Ä Schwai?') gelösten, alle ehe 
nen algehiaibchen I&otheimeo Cuiven zu bestimmen, hO tonnen wu 
uns dda von Heim Schwarz gefundene Resultat sofoit aneignen, 
da&b ausser den aoehen abgeleiteten Fiindamentalcurven noch unzählig 
viele andere existiien, wi'lche aus den eisteien duich diejenigen Sub- 
stitutionen hei vorgehen, weiche die ellipti-.ihe Difierentialgleichung 
(77) m eine solche von gleichei Foim tiaaitormiren 

Eine sehi üahe liegende Erweiteiung wuide foUeuile '^em Auf 
Grund dei \un Herrn Woieistrass gegebenen Boimeln ist 

(79) - ■ . siiiam(Ve|— g^M, x) = -■ 



Für die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Function ist 
wegen der darin auftretenden Irrationalität eine Trennung der Varia- 
blen nicht möglich; wohl aber für den Ausdruck auf der linten Seite 
(vorgl. Theii I, § 4). Bedient man sich deshalb des Kunstgriffs, für 
die Ti-ennung der Variablen die linke Seite, für die Herleitung der 
MeridiancuiTe die rechte Seite der obigen Gleichung zu gebrauchen 
und setat 



(80) 



\lx+ir^e, fy(t+iuj- 



so folgt, wen» ü, imd e^ der Einfachlieit wegen als reell angenommen 
werden, 

(81) *.+»■. = -^=i--=^ ■ 

Also ist 



(82) 



]('-'.)'+'■■ = 



(^;+.- 


;)' ' ■ 



Wird dies in die Cajliiy'schc Gleichung (12) substitiiirt, so gehen 

') H.A. Schwärs, Uehcr nbeiio algfihraiache Isothermen, Croüe's Journal, 
Bd. 77. 1874. 
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Kreise in confocale Leniniscaten , gorade Linien in gleichseitige Hy- 
perbeln über (vergl. Wangerin, Ueber eine neue Art der conformon 
AbbilduDg einer Ebene auf eine andere; Grnncrt's Ai'chiv, Band 55, 
S. 9, Nr. 6. 1872). Der Grad der Meridianourve steigt auf die achte 
Ordnung; das gleiche gilt von dem zugehör^en Rotationsköi-per, dessen 
Gleichung lautet; 

Suchen wir das Wesen dieser Erweiterung zu erfassen, so gelangen 
wir za einem Zusammenhang des vorli^enden Problems mit der 
Transformation der elliptischen Functionen. Die Formel (79) stellt 
eine Beziehung in irrationaler Form auf zwischen einer elliptischen 
Function mit den Perioden 4u) und 2m', d. h. sinamw und einer 
solchen mit den Perioden 2<ü und 2aj', d. h. pu. Auf Grund des von 
Hen'D "Weierstrass gegebenen Nachweises, dass sich die Trans- 
formation der elliptischen Functionen aaf diejenige der p-Funetion 
reduciren lässt, haben wir daher nach dem algebraischen Zusammen- 
hang zwischen plitj— l, co'j 1 == pw und sj(m| (Uj, cu',) au fragen. 
Für diesen einfachsten Fall gilt die Foimel des Herrn Weierstrass: 
(84) ii,. = p„+i|{p(„-l^)--p(^i)}, 

welche sich zerepalton läsat in die zwei Fälle: 
1) n ist eine ungerade Zahl; 
--> 1 21.(1, 



(85) 



+»>« 



»'(--'')) (2 (>i>f> (—-"'-)- -i»,) —ft 



/2ii», \V 



2) n ist eine gerade Zahl: 
— 2:p\ — —j+pu+pCu—w,) 
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Die Invarianten von pu sind g.^ und r/^] diejenigen von pu sind 
G„ nnd G,, und zwar ist: 



(86) 






ilm^'V 



Zur Ableitung der MeridiaDcurven ist in (85) 



(87) 



SSM — a; +*r 

zu substituiren und alsdann sind die Wei^the von (äi'+r^, «, ^ in 
(28) und (36) einzuführen. Dadurch gehen offenbar Cui-ven höherer 
Ordnung heiTor, welche als Grenzfall die bicircularen Curven vierter 
Ordnung (28) und (36) in sich schliessen. Leider ist die Behandlung 
der irrationalen "Verwandtschaft (85) eine recht complicirte, — wir 
dürfen ja nur auf die irrationale Vei-wandtschaft zweii«r Ordnung des 
§ 5 hinweisen, von dessen Resultat das hier für die Transformation 
zweiter Ordnung zu erzielende abhängig erscheint — und es darf 
daher nicht Wunder nehmen, wenn die Gleichungen derartiger Meri- 
diancui-ven in expliciter Form aufzustellen bisher noch nicht unter- 
nommen worden ist. ') Daas damit aber auch die Aufstellung neuer 
dreifach orthogonaler Flächensysteme innig zusammenhängt, kann nur 
angedeutet werden. 

Für die Aufstellung der Differentialgleichungen und die Trennung 
der Variablen ist natürlich die linke Seite der Gleichungen (85) zu 
benutzen. 

Was soeben die Division der elliptischen Functionen ergeben, ist 
in ähnlicher Weise die Multiplication der elliptischen Functionen zu 
leisten im Stande. Im einfachsten Falle ist 



(88) P(^u\g„ff,)-- 

setztr man also p(2u) ^= x,-^ 



[p'u+-^j+2g,pv. 



te+ir, so gilt das vorher Ge- 



') Olebsoli' Aofsata in Crelle's Journal, Bd. 64, 1865: lieber ebene Curven, 
deren Coordinaten elliptische Piinctionen eines Parameters sind, ist als eine 
Vorarbeit ?oa Bedeutung ansusehen. 
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8£^e, und ganz allgemein ist x^-\-ir^ ^ PC«** |^äi^j)> wo für p(ntt) 
der entapi'echende Weiili als Function von pu zu setzen ist, 

Resultat: Nacli Aufstellung der Gleichung tlev allgemeinsten 
algebraischen Isotherme viei'ter Ordnung, die selbst wieder ein spe- 
cieller Fall einer algebraischen Isotherme sechzehnter Ordnung ist, 
gelingt der Nachweis, dass die Zahl der Rotationskörper, für welche 
die Reduction der Potentialgleichung auf gewöhnliche Differential- 
gleichui^eü möglich ist, sich ins Unbegrenzte steuern lässt. 
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lieber die Lamß'sclien Functionen zweiter Ordnung und ihre 
fancüonentheoretischen Grenzfälle. 

Wir haben am Schluss des Ersten Theiles goselieE, dass die 
Loisung des von Herrn Wangerin angegriffenen Problems abhängt 
erscheint von der Integration gewkser gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, von denen wir zwei Typen unterschieden 
haben. Solcho Differentialgleichungen sind schon mehrfach Gegenstand 
der Untci-suchung gewesen; wir haben nur an Namen wie Lame, 
Heine, Hermite, Brioschi, Klein, Halphen u, a. zu erinnern. 
. Es sollen nun im Folgenden Reihenentwicltelungen für die definirten 
Ühinctionen in der Umgebung der singuiären Stellen, wie dies z. B. 
auch in meiner Dissertation geschah, nicht gegeben werden. Resul- 
tate allgemeineren Inhaltes sollen aus den Differentialgleichungen ab- 
geleitet werden; es soll untersucht werden, welche Werthe dem Para- 
meter h^ zukommen, damit die Integrale in geschlossener Form, durch 
bekannte Transoendentcn ausgedrückt, sich darstellen lassen. Es 
bleibt alsdann dem Physiker, der sich mit einem speciellen Problem 
beschäftigt, überlassen zu untersuchen, ob er Gebrauch machen kann 
von dem Werthe von h', der sich an das Integral knüpft, oder ob dies 
nicht der Fall ist. Auf aUo Fälle ist der Versuch lohnend, die Frage 
in zwei zu zerspalten; der Gedanke, der uns leitet, wird uns durch 
die klassische Arbeit des Herrn H, A. Schwarz: „Ueber diejenigen 
Fälle, in denen die Gauss'sche hypergeometmohe Reihe eine alge- 
braische Function ihres vierten Elementes ist", Crelle's Journal, 
Bd. 75, 1873 eingegeben. Nachdem dui'ch diese Arbeit Klarheit ge- 
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schaffen, waren die grossartigen Untereuchungen der Herren Fni^hs, 
Klein, Poincare u. a. erat eigentlich möglich; wobei es bezeich- 
nend ist, dass die Entdeckungen jener gerade an diejenigen Fälle an- 
Itniipften, in denen die Gaoss'sche Reihe keine algebraische Func- 
tion ihres vierten Elementes ist. Damit sind die Grundlinien des auf- 
zuführenden umfangreichen Gebäudes gekennzeichnet; leider sind wir 
nur im Stande, einige Bausteine zu demselben herbeizutragen. 

Die im ersten Theile aufgestellten Differentialgleichungen definiren, 
wie wir uns ausdrücken wollen, gewisse Lame'sche Functionen 
zweiter Ordnung. Ganz allgeniein wollen wir unter einer Lame'schen 
Function zweiter Ordnung eine Fanction verstehen, welche der 
Differentialgleichung 

genügt, wo if(M) seihst wiederum ein Integral der Differentialglei- 
chung 

(2) (^^J = 4,,(«){»(«)+«,-«,)(<f («)+«-«.) 

ist. Als Integrale von (2) kennen wir folgende zwölf Functionen, 
welche theils die Quadrate der zwölf ff-Quotienten selbst, theils diesen 
proportional sind: 



(3) 



«) (o.—'X'-',') 



1 


^■' 


■' .n'Ol-' 


~e,«,i)' 




—.= 


-(«.- 


in'O/i 


"^«,/t). 
^.,.,i)' 






= («, 


" 1 


1 




-«. - 


''\n-iy-e 


"^»,4)' 




G U 


_i 


.-,X,-j 


J — öCwim') — 




'ein 


pu—s^ 


— ^l_(t-3-Co; 


^ 






= (.'- 


«Jls'amCl/«;:^ 


.«,*); 


a'u 


_ ( 


e,~'X',- 


i) _ aCw±(ii+ 


)'!_» 


'«lu 


i'-'X'- 








fe— «0 


in'a.,-~e 


»,*)' 


.)°r" 


__( 


'^-'Xi- 


^ _ p(u±m'') 






»•'—«. 




^3 






= ( 


^-e,)sn\-]/^ 


e,u,k) 
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g) (, _,j ^A^ ^ (,^^,j ^"-^t ^ ^^ (^ -^»X^ - 5).. 

, , cn^l/e— e,M, A) 



^) ('-",)£: = ('-'.) 



F"— g. „ , ,1 («1— '.jC"— «J 



u — e, 






= ^(u±oi±o,')^e, = (e,-e^) -^ ; 

^ ^ . w '^ 4n\ye~e^u,k)' 

wo P=:— 5— i; ^'^ := — ! ä_. gj^^ CT(^ ^)i i^ie bekannten Guder- 

mann'achen Bezeichnungen für sinam, cosam, Aam sind. 

Verknüpfen wir (1) mit (3) f), so erhalten wir, wenn a = «(m+l) 
gesetzt wird, 



machen wir noch u^ti^—e^ ^ v zur Unabhängigen, so entsteht die 
bekannte Gleichung: 



von welcher HeiTllermite, wofern n nur ganzzahlige AVerthe anzu- 
nehmen im Stande ist, bei seinen glänzenden Untersuchungen aus- 
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gegangen ist. Wü- sagen von der Gleichung (4), sie gehöre zum 
zweiten Typus. Verknüpfen wii (1) mit (3) a) b) c), so erhalten 
wir die Gieichung 

(5) ^=\n{n+\-)i«i + B\,j, 

welche Halphen im IL Bande seines Traite de la theorie des fonctions 
elüptiques et de leurs appUcations der Untersuchung ku Grunde legt; 
die Gleichung gehört zum ersten Typus. 

Setzen wir in (4) statt «(«+!) den Parameter ('^^+iy'"+3) ^ 

so erhalten wir eine Gleichung vom zweiten Typus, sie war der 
Ausgangspunkt der Untersuchungen Brioschi's. 

Setzen wir in (5) statt «(w+l) den Parameter m^ — ^, wo m 
eine ganze Zahl, so erhalten wir die Gleichung, welche im di'itten 
Theile meiner Dissei-tation zuerst untersucht wurde; sie gehört also 
zum ersten Typus. 

Unter Berücksichtigung von § 4 des ersten Theiles dieser Unter- 
suchung erlsennt man, dass die von Herrn Wangerin in seiner 
Preisschrift aufgestellten Differentialgleichungen sowohl dem ersten 
als dem zweiten Typus angehören. 

Sämmtliche zwölf Differentialgleichungen (1) lassen sich nämlich 
zu der einen zusammenfassen: 

WO p =: 0; 1; g = 0; 1; X^l; 2; 3 bedeuten können. 

Wir ziehen es jedoch vor, indem wir an die Entstehung dieser 
zwölf Gleichungen im ersten Theile denken, dieselben in zwei Typen 
au trennen, ja man könnte sogar von vier Typen sprechen. Unter 
der Voraussetzung, dass die neu eintretenden Constanten von dem 
Parameter ß zu dem neuen Parameter — K' aufgenommen werden, 
schreiben wir die beiden Typen: 

(I) -^J- = l«(««<-«)-'''li/; 

(II) 4>- = L-(?tr5X«=l4„t.ly. 

^ ^ du' y am—e), i-' 
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Diese Gleiclmngen nennen wir die doppeltperiodischen Normal- 
formen der Lame'aohön Functionen zweiter Ordnung'). 

Diesen doppeltperiodischen Normalformen 8tellen wir die alge- 
braische Normalform gegenüber. Es sei die unabhängige Variable 
(7) s = pw, oder = js(Mi:a>), oder = io(w±üjzt:ü)'), oder = jp{u±m'), 
so ist 

(8) (4.---,,.-J,.)^^+,..-,y„-^-- 

WO 

Diese Gloichung nimmt eine zweite Form an, wenn man 

(9) a^ = s— e^ 
zur Unabhängigen macht; dann ist 



4«(a!+eA— eJC^+^A— e,)- 



(10) 



Um die Gestalt, welche diese Gleichung in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle erhält, zu ermitteln, setze man 

und 
(12) 2/ = 3^1, 

letzteres, damit der Coefficient von —j— die halbe Ableitung des Coef- 



(13) ■ 

i +[ife-«.)(«,-«.)c'+Ci<iA+''')f~C«+-})]2 = 0. 

') Man Tergleiche meine Diasertation, Theilä, niid meine Ahhaadlung in 
Schlomilch's Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 31, 1886, „Uebev den 
functionentheo retischen Zusammenhang zwischen den Lame'schen, Laplace- 
schen und ßesserschcu Functionen." 



y Google 



48 Dritter Theil. 

Di(se GleicIiUTig darf als besonders bemerlcenswerth bezeichnet weiden; 
sie ist oin specioller Fall der Mehier'schen Gleichung der Cyclidon- 
function (vgl. Mehler, Uober die Benutzung einer vierfachen Mannig- 
faltigkeit zur Ableitung orthogonaler Flächensysteme, Crelle's Jour- 
nal, Bd. 84, 1878). Bezeichnen ') wir nämlich eine Function als eine 
Lame'sche Function dritter Ordnung, wenn sie durch die Glei- 
chung definirt 'wird: 

(14) 4,fCe,)4t +'2»'fe)-!|7+('5e;+6'«i+'5")!'. = ». 

(15) sp(|j,) = (e,— «,)(«,— «,)(9,-o,)(s,— ".), 
so wird diese duicli die Substitution: 

doppeltperiodische Coefficionten erhalten. Denkt man sich nun die 
elliptische Differentialgleichung (16) durch die Substitution 

(17) e. = „,+- tffi) ^ 

in die Weierstrass'sclie Noiinalform iibergefiilirt 

(18) (^J = 4,'-i,.s.-,., 

SO ist der Fall denkbar, dass die Discriminante dieser letzteren, also 
gl — 27^j, verschwindet. Alsdann erhält aber (14) durch Einführung 
von (16) nur einfach periodische Coefficionten. Dieser Fall Kegt 
gerade bei (13) vor; wir wollen deshalb von (13) sagen, sie definire 
eine Laplace'sche Function dritter Ordnung, Sollte nun aber 
gar der Fall eintreten, dass g^ und g, in (18) gleich Null werden, so 
erhält (14) durch (16) rationale Coefficienten ; wir wollen dann die 
zu (13) gehörte Function eine Cylinderfunction dritter Ord- 
nung nennen. 

§2- 
Wir wollcu nun etwas eingehender die Gleichung betrachten: 

W |l- = W*«'-«<)-*'ly- 



tzschel, Zui' Tbeorie der Functionen des elliptischen Cyliiiders. 
s Eealgyaraasiums m Duisburg, 1880. S. 9— ]0. 
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Bekanntlich ist pu = —i--h^{u'), wo ^(«0 ßi^^ nach Potonzcü von 
u' aiifsteigeade Potenzreihe bedeutet. Daher ist 

Die determinivende Fundamentalgloichung ist folglich 

,.(■/■ — l) = a; d.h. r = i±]/^H^. 

Sobald a4-i = T° ist, wird demnach r = ^dzv sein, d. h. 'i\—r^=^2v, 
also einer ganzen Za.hl stets gleich sein. Daher der Satz: 

„Unter den Lame'sehen Functionen zweiter Ordnung 
vom ersten Typus nehmen diejenigen eine besondere Stel- 
lung ein, für welche « = 11^ — J ist, unter v eine ganze Zahl 
verstanden. Für diese wird das allgemeine Integral an 
der Stelle m = logarithmisch unendlich." 

Eine solche Function soll eine Lame-Wangorin'scho Func- 
tion zweiter Ordnung vom ersten Typus heissen; der "Unter- 
suchung derselben ist der dritte Theil meiner Dissertation gewidmet'). 

Gesetzt jedoch, 2^ ist eine ganze Zahl, doch so, dass v die 

Hälfte einer ungeraden Zahl ist, also v = — ^ — , dann ist a = w(re+l). 

Die Stelle m = ist dann ausserwesentUch singulär; wir einhalten die- 
jenigen Functionen, auf die Herr Hermite sein Augenmerk gerichtet 
hatte, die Lame-Hermite'schen Functionen zweiter Orduung 
vom ersten Typus. 
Setzt man 
(9) X = pu—ei 

und macht x zur Unabhängigen, so entsteht Gleichung (10). Die 
determinii'ende Fundamentalgleichung derselben hat die Wurzeln 
und \, demnach sind die Stellen m = «i, u^m-\-m', w^to', 



') Herr Wangerin nennt diese Functionen „Cyelidenfunctionen". 
Als solche pflego ich diejeaigea Functionen zu bezeichnen, welche in dem Aut 
sata des Herrn Wangerin in Crelle's Journal, Bd. 82, 1877 und in dam des 
Herrn Darbonx im 83. Bande der Comptes Rendns, S. 1037 — 1040, 1876 auf- 
treten. Ich halte an der obigen Benennung fest, nm namentlich den Gegensatz 
zwischen den Lame-Eermite'sclien und den LamÄ-Wangerin'schen Func- 
tionen hervorzuheben. 
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-welche halben Perioden der ^-Tj'iinction entsprechen, ausserweseiitlich 
singulare Stellen. 

Von den Lame-Hermite' sehen Functionen zweiter Ordnung weiss 
man, dass sie sich durch' behannte Transcen deuten in geschlossener 
Form darstellen lassen. Bei den Lame-Wangerin'schen Functionen 
ist eine solche Darstellung noch nicht gelungen. Herr Brioschi, 
welcher für die Lame-Wangerin'schen Functionen vom zweiten 
Typus algebraische Integrale abgeleitet hat, glaubte ein gleiches 
Ziel wie HerrHermite erreicht zn haben. Es gelang mir in meiner 
Dissertation den logarithmischen Charakter der Stelle m = nach- 
zuweisen und zu zeigen, dass die Existenz der Brioschi'sehen Inte- 
grale an die Bedingung geknüpft ist, dass A^ eine der Wiu-zeln einer 
algebraischen Gleichung uten Grades ist; diese Gleichung habe ich 
am genannten Orte wirklich aufgestellt; genügt ihr der Pai'ameter k, 
so sinkt auch die Stelle m = zu einer ausserwesentlich singulären 
herab. 

Wild in Gleichung (9) die Stelle x gleich unendlich, so kann 
dies für m ^ oder auch für m = cxs geschehen sein, untersuchen 
wir den Charakter der Stelle m = oo und führen in (I) 

(19) ' = -\ 

Offenbar ist es nicht möglich, die negativen Potenzen von t^ 
aus dieser Gleichung fortzuschaffen, da dieselben in $1— ^-j in un- 
endlicher Zahl auftreten. Indem ich mir erlaube, auf einige frühere 
Arbeiten') von mir und auf den fünften Theil dieser Untersuchung 
zu verweisen, stellen wii fest, dass die Stelle t^O, also m ^ oo, 
eine Stelle der Unbestimmtheit ist, in deren Umgebung eine 
Entwickelung der Function y in Reihen nicht statthaft ist. Wenn 

^) Haentzschel, Zur Theorie der Pimetioaen des elliptischen CyMuders. 
Wissenschaftliche Beilage zum Programm des Realgymnasiums zu Duisburg, 188G. 
— HaeutKEChel, Ueber die Differentialgleichnng der Fimctioaen des parabo- 
lisehea Cylindcrs, Schlörailch's Zeitschrift für Matberaatik und Physik, Bd. 33, 
1888, S. 22— 30. 
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die Invarianten der js-Pimction in (I) gleich Null sind, so roducirt 

sich iw aaf -^-; es fallt in (20) ^(— r) for*; die Function y stoht, 

wie wir gleich sehen worden, in naher Beziehung zur EesseVschen 
Transoendente. Für dieselbe habe ich in der Umgebung von r ^ 
zwei unabhängige Fundamcntalsysteme gegeben'); es sind dies semi- 
convergente Reihen, und zwar stimmen die beiden ersten Particular- 
lösungen mit den zwei bisher bekannten semiconvergeutea Eatwicke- 
lungen der Bessel'schen Transcendente liberein; die beiden anderen 
Particularlösungen zeigen logarithmisclien Charakter. Wenn jedoch 
a^n(n+l) ist, so werden die letzteren mit den ersten identisch; 
die Reihen brechen ab und verlieren also ihren divergenten Charak- 
ter; wir haben den äussersten Grenzfall einer Lame-Hermite'schen 
Function zweiter Ordnung vom ereten Typus vor uns. 

Es kann aber auch x gleich unendlich werden für u = 0. Setzt 
man dann 

(11) pu—ei^ --, 

und führt nach Gleichung (12) die Function z ein, so gelangt man 
zur Gleichung (13), Machen wir in derselben die Substitution: 

(21) (-jt)" = 48'(l+fe-..)8)(l+(.,-«.)i>), 



\ds 



und speciell 



j- = -2cy(i+(«-«oi>)(i+(<.»-«.)(.), 

i welcher folgt: 



(22) j • M>i(.e.-e.) 

L (öx— ei)4-(et— ejsin^ie ' 

und die Gleichung (13) nimmt die Gestalt an: 



') Haentzscliel, Beitrag zur Theorie dei Punetiunen des elliptischen und 
des Kreis cylinders. (WissettSchaftliclie Beilage ?uni Piogramm dei 111 Stadt. 
Htih. Bärgerschule zu Berlin.) Berlin, R Üaitiier (n HeyfeldeO, IWJ. 

4' 
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(23) 



f <rz _ r fa-«.)Ca-&) 

<!(«)■ l' |(«,-«,)+(«.-«Jsin'i«]' 

, _ Cla+i-) , ,,] 



Wir sagen von der Function s, sie sei die zur Lame'sehen Function 
zweiter Ordnung ^ (Gleichung (8) bez. (10)) adjungirte Laplace'sche 
Function dritter Ordnung. Die Gleichung (23) hat einfach perio- 
dische Coefflcienten ; doch ist das Ai^ument e der Logarithmus einer 
doppoltperiodischen Function. Aber dieselbe Function z kann auch 
durch eine Differentialgleichung mit doppeltperiodischen Coefflcienten 

definirt werden. Wir haben dazu nur in (13) für o zu setzen 

und M als Unabhängige zu wählen, so entsteht'): 

I d''z p'u dz 

du' ^ pu—e), du 

Es sei noch darauf hingewiesen, dass, wenn man in (21) die Sub- 
stitution macht: 

die genannte Gleichung in 

(^"^ i^J " *e:-te'+»' = «?-*)'(«.+» 

übergeht. Da also ^5 = ^; (/^ = — -^ ist, so bestellt die Relation 
g\'—'^1g\ ^ 0, es ist also nach der früheren Definition z wirklich 
eine Laplace'sche Function dritter Ordnung; da weiter ^^ uid ^^ 
nach dou angegobeneu Werthen nie verschwinden können, so enthält 
(10) niemals eine Cylinderfunction dritter Ordnung als Grenzfall 
in sich, p^ für (26) ist aus Gleichung (41) des ersten Thoiles zu ent- 
nehmen und in (25) einzusetzen, so entsteht der Werth von ^ in der 
ob^en Gleichung (22). 

Die Function z, wie sie durch (13) gegeben ist, ist offenbar eine 

') Haentzschel, Deber den functionentheore tischen Zusammenliang u. a. w. 
Schlömilch's Zeitächrift, 1886, S. 2ß, Gleichung (7). 



' \ (4«. 
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Biemann'sche P-Function mit vier singölären Stellen. TJm den im 
fiinctionentheoretischen Grenzfall eintretenden Zusammenhang derselben 
mit der Gauss'schen hypei-geometrischen Reihe zu ermitteln, bedenken 
wir, dass die zur singulären Stelle p ^ gehörige detetminirende 
Fundamentalgleichung lautet: r^ = ^(ß+l-) = ?f^; es ist also 
(27) r,=+»; r. = -„, 

und zwar wird für die Lame-Hermitc'sche Gleichung, für welche 
« = (ra-f-^)^— 1- ist, 

,-, = i(n-\-i): r, = -i(w+^) 
sein; demnach ist ^ = ausserwesentlich singulär, denn»', — r^ =ra-|-^. 
Die genannte Gleichung hat also nur ausserwesentlich singulare Stellen, 
welchem Umstände die Integration dieser Gleichung und die weiteren 
Erfolge wesentlich zu danken sind. Für die uns eigentlich angehende 

Lame-Wangerln'sche Gleichung ist a = v' — ^, daher r^ ^= -g-; 



einer ganzen Zahl ist. Wir setzen 



z =^ sWo' 



= Z^Q- 



in (13) ein und erhalten für z'-"'' die Differentialgleichung: 

(29) 

[feA+Ä'-+^6ejfr(l+2;r) 
+ei4ji(7i+l)+fK«*— ^JC^ii-O]^"'' = 0. 
Dieselbe definirt eine Riemann'sche P-Function mit vier singulären 
Stellen. Ersetzt man in dieser Gleichung -t-7t durch — tt, so erhält 
man diejenige Gleichung, der Z(y) genügt'). 

Wegen der Bedeutung von q = — — — kann man auch u zur 

') Macht man i« = — (c^ — e^)Q zur Unabhängigen, so entsteht die Gleichung, 
mit der sich Herr Heun in den Matheroatiseiien Annalen Bd. 33, 1889 in dem 
Aufsatz: „Zur Theorie der Riemann'srhen Functionen mit vier singulären 
Stellen" beschäftigt. Das Hauptresultat des letzten Paragraphen dieser Abhaud- 
limg iat nur zum Theil richtig. 
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TJnabliängigcQ machen; es entstehen alsdann Kwci Gleichungen, welche 
eine Erweiterang der in Heiue's Handbuch der Kngolfunctioaen, 
IL Auflage, 1878, BÄ. I, S. 148,23 und S. 217, 36« auftretenden sind. 

Sie lauten für 7i^±-^, also dem Lame-Wangerin'schen Fall, 



(30) 



du' V 2 / pu-r-e^ du 
l 4 pu—ßi ^ ^ 1 



.... - „ -ex du 

mau die Gleichung (30) durch die Substitution 



(Si-H-l) 

(32) 3(^> = *, 

reducircn wollen, so würde man erkennen, dass 



andererseits 

2l-) = e ^s = Q * ^j = y(pu~e.}:) * 
ist, und damit hat man für die Womenclatur das wichtige E.esultat 
gewonnen: 

„Wird die Differentialgleichung (13) 'bez. (24) der Rie- 
raann'schen P-Function mit vier singularen Stellen auf 
zwei Glieder reducirt, so definirt die alsdann entstehende 
Gleichung (I) die Lame'sohen Functionen zweiter Ordnung." 

Für die Integration der Lame-Wangerin'schen Gleichung vom 
ersten Typus: 

(33) A = i(,--^i)(pu^„)-i'-\y 

vorweise ich auf die Arbeit Brioschi's; Sopra una classe di equa- 
zioni differenziali lineari del secondo ordine; Annali di Matematica, 
II. Reihe, Bd. 9, 1878, wo die algebraischen Integrale dieser Gleichung 
an der Stelle m ^ abgeleitet werden. Im dritten TheUe meiner 
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Dissertation habe ich Reihenentwickelungen für y in dem allgemeinen 
Fall, dass m = eine -wesentlich singulare Stelle ist, in welchem 
dann das Integral mit logw behaftet erscheint, gegeben und die 
Gleichung wirklich abgeleitet'), der h genügt, wenn Brioschi's Inte- 
grale gelten sollen; wenn i' = ist, giebt es keine algebraischen 
Integrale für (33). Es- ist hier also wesentlich anders als bei der 
Lame-Herniite'schen Gleichung, wo h willkürlich bleibt. 

§3- 

Unter Benutzung der von HeiTri AVeif i -.ti iss m seinen Vor- 
lesungen gegebenen Theorie der elliptischen Functionen kann man 
streng functionentheoretisch durch einen Gieiuabeigaog aus dem Ge- 
biete der Lame'schen Functionen zweiter Oiduun^ vom nsten T^pus 
sowohl in das Gebiet der' Laplace'schen Functioaea hinabsteigen, 
d. h. in das Gebiet der Kugelfunetionen mit wiUkurlnhem oberen 
und unteren Index, als auch in das Gebiet der Riemann sehen 
P-Functionen mit drei siugulären Stellen, welche bekannÜich 
durch die Gauss'sche hypergeometrische Reihe darstellbar sind. 
Ich beschränke mich, um dies m zeigen, auf die Annahme 
(34) a = v^ — ^ und e^ = e^. 

Bleibt nämlich von den beiden Perioden 2u und 2ai' dei p 



') Halphea spricht im II Bande seines T alte lies fnnctions elliptiques mf 
p 478 nur \on einer gewissen Gleuhung und auf S 482 ^nn lem emfichstfii 
Palle TCO ^ = 1 t und giebt die Lnsung für i' ^ 1 '»liefe dies iindet sich sihoa 
in memei Dissertation die ihm nebst Wangerins Untersuchungen unbelanni 
W1I, ausgeführt for 

Setzt Din m (3") tili * +(v^ — i)e^ der Einfachheit negen h si hibe ich 
dort k ils die Wurzel einei tleichung A^ ^=0 gefunden die in den einfachsten 
Tällen lautet: 

v = \. A = 0. 

i- = 5. S5— 993sA' — ll88s3*2+U88j;§*+IIG64ff2S, =0. 



-110o(-?2?^-560sO = **' 
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Fuuction die roello erste endlich, wird liingcgen der reelle Bestii,Dd- 

theil von — - unondlich gross, so werden zwei der GrüsHCii e,, e■^, 

e\ einander gleich. 
Ich wähle nun 

so ist unter der genannten VoranssetKung 

(36) 
und es geht (jaw — e,i) über in 

(B7) ^„_,^ = ^^_^. 

Daher verwandelt sich die Differentialgleichung der Lame- Wange rin- 
schen Functionen in: 

"" •• ain\ye^ — e,wj > 

Die hierdui-ch dargestellten Functionen haben keinen besondern Namen 
erhalten, wohl aber die KUgehörigen 3 -Functionen. 
Denn es ist 

(12«) ;, = «(«,-8.)-isin4(yi;=j;») 

zu setzen und z das Integi'al von: 



(24») 



du' 






Aus rtj+e,+e, =0 folgt wegen (36), das 

führt man noch die Abliürzung ein: 
(38) „=^=^-i, 

so erhält man: 
( d"j 
(24») 



'^z -.1 , /-.;■■'"■ N ^ 



+(«,"«■) "("+1)-— ,,, s 
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In Heiße's BeKeichnung (Bd. I, S. 216) ist: 

(39) s = «-P;(cos(V^:=^w))+iäQ;(cos(y^":^«)). 

Die Functioneii z in (24) gehen demnach an der Grenze in 
Laplace'sche Functionen über, d. h. in zugeordnete Kiigel- 
functionen, welche in dem vorliegenden Falle einen ganzzahligen 
unteren und einen willkürlichen oberen Index haben. 

Aus (38) ersieht man, dass für e,— e^ = 1 die Grösse n eine 
ganze Zahl wird, wenn h die Hälfte einer ungeraden Zahl ist, and 
dass die zugeordnete Kugelfunction mit ganzzahligem oberen und 
und unteren Index entsteht, wie sie Heine betrachtet hat. 

Für 6^ — e^ = 1 und ganzzahliges A ergiebt sich die Ringfunction 
(Heine, II, S. 289); endlich für e,— e, = 1 und A = jw)/^^ die 
zugeordnete Mehler'sche Kegelfunction (Heine, 11, S. 231). 

Es genügt 

.9« ^ J>' = ^e""^'=3(.-.,)^m-(l/^^.«) 

l -.K^,-e,)"T~siu"' '""^""" (V^;^jO 

der Differentialgleichung; 



(29 a) 



U(i-'')T?r+«'+2-(l+")e)-^- 



deren Integi'al die hypergeo metrische Reihe 
7i+l -v— n 



.(-^ 



+2,9 



ist. Heine hat diese Function, wenn e,^—e^ = 1 gesetzt wird, 
(40) s« = ß$%(cosw)4-^Q-,(cosM) 

bezeichnet und bei ihm findet sich auch die aus (30) unter der Vor- 
aussetzung (36) hervorgehende Gleichung: 

(30a) ^ + (2i-+l)otg«^-^+(.^-^)(«+i-+l)sW = 0. 

(Heine, Handbuch, I, S. 148 und S. 217). 

Ich leite hieraus vor allem eine Gleichung her, die von praclischer 
Bedeutung ist. Macht man in (30 a) 
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zur Unabhängig eü , nachdem man zuvor u dureh u^e^ — e^ ersetzt 
hat, so entsteht: 

,,., .(l-fe"..)-)^S-+(»+l)(l--^(«,-..).)-3- 

I +(,__,,)(„_-.^)(„+„+l)2<-)=0, 

und diese Gleichung hat die Eigenschaft, dass 

(43) ^- = Gon9t.3(''+" 

sofort aus ihr abgeleitet werden kann. En ist jetzt 

(44) 2<'') = F(v+«+l, v—n, T+l, t). 
Daher der Satz: 

Die Untersuchung der nugeordnetea Kugelfunction s 
kann beschränkt werden auf die Untersuchung der Func- 
tion z'^\ d. h. der einfachen Kugelfunction. Es ist 

Wäre « eine ganze Zalil und das Argumeut cosm, so wäre dies 
nichts neiies; es wai'e der von C. Neumaon erhaltene Satz. Aber 
bei uns kann n ganz beliebig sein und zugleich gestattet das Argu- 
ment (41) der Kugelfunction (bez. Laplace'schen Function) sofort 
die Uebertragung dieses Resultates auf die Bessel'schen 
Functionen dui-ch einen functionentheorischen Grenzübergang, was 
bei dem Argument cosm nicht möglich ist. 

Die entsprechenden Gloichungea lassen sich natürlich auch für 
£(i) niederschreiben. — 

Betrachten wir Jetzt weiter die Gleichung (23), so erhält dieselbe 
die Gestalt 

Vergleichen wir diese mü (la), nachdem dort für k gesetzt worden 
ist m-H^, und nehmen wir v, n als ganzzahlig, e, — e, = 1 an, so er- 
kennen wir, dasa y dieselbe Function von v, «+^ und u ist, wie s 



y Google 



Uebei- die Lam«"scheii PuEetionen zweifer Ordnung etc. 59 

von n+^, V und ie und zwar besteht zwischen den Argumenten u 
und ie die Beziehung siu^(»e)sin^M = 1, welche aus (22) fliesst. Die 
Vertauschung der Parameter i> und n-{-^ giebt Anlass zu folgenden 
weiteren Boti^achtungen. 
Durch die Substitution 

(46) » = cos(l/«"F"«» 

geht (24ß) in die bekannte Gleichung der zugeordneten Kugelfunc- 
tionen über; 

(46) (i-..)4-^_2,.^ + {»(.+i)-3:^}« = o. 

Wird hingegen 

(47) »-»oos-d/iFi;«) 
gesetzt, so erhält man; 

(48) 4«(l-x)-^+2(l-3.,)-J- + («(« + l)- iiy^-O, 

welche natürlich auch direct aas (13) folgt. Sei für den Augenblick 
in dieser Gleichung ausser v auch das bisher wjllkührliclie n eine 
ganzo Zahl. 

Der Differentialgleichung (48) der Kugelfunctionon stellen wir 
gegenüber die algebraische Norraalibrm (8) der Lame-Hcrmite'sohon 
Functionen füi- e^ =^ e^. Dieselbe lautet; 

(8a)4(.^<,,)(,-..)-5+6(s + ot— {»(»+1)-J^):? = 0. 
Sie geht durch die Substitution 

(49) s = (_e~ejx-+e, , d. h. x = ctg'(]/e~^^u), 



.)}!' = «■ 



(<!-«.)(l-.). 

Hier möge jetzt neben n auch —^=^^ eine ganze Zahl sein. 

Alsdann definiren (48) und (50) eine und dieselbe Function. 
Nun ist das allgemeine Integral von (48): 

j = ap;(^)+()Q;(«') 

und wir wissen, dass Ql(x) an der Stelle « = 1 logarithmisch un- 
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endlich wird, so lango v ^ n; dass sich aber für r > m beide parti- 
culäre Integrale als algebraische Fnactionen von x darstelleü lassen. ') 
Äudererseits deftnirt (50) solche Fun ctinnen y, welche ans deiiLame- 
Bchen Functionen E''(a!) bez. F^Qc) hervorgehen, wenn man e, = e^ 
setzt. Herr Eermite bat die vollständige Integration der Gleichung (8) 
für a = n(n-i-l) geleistet und gezeigt, dass, wenn i^(a;) ein particu- 
läi'es Integral ist, F( — a;) ein zweites ist.^) Aber in einem an 
Heine gerichteten Briefe findet er, dass seine Integration versagt, 

wenn e„ = e, und ausserdem — — eine ganze Zahl ist, kleiner 



oder höchstens gleich »i,°) weil dann das zweite particuläre Integral 
logarith mischen Charakter hat, wie wir hinzusetzen können. *) Damit 
ist ein doppelter Zugang zur Theorie der ICugelftinctionen mit gans- 
zahligem unteren und oberen Index eröffnet und es ist interessant, 
denselben auch in Heine's Handbuch voraufiuden. Im ersten Theile 
des ersten Bandes sind die zugeordneten Kugelfutictionen 2-Functionen, 
entsprechend der Differentialgleichung (48). Hingegen werden im 
dritten Theil (S. 450) unter Kugelfvinctionen zweiter Ordnung die 

durch (50) dargestellten i/-Functionon verstanden, wofevn dort 

eine ganze Zahl ist. 

Aber man wird die Gleichungen (48) und (50), obschon unter 
unseren Voraussetzungen gleichwerthig, doch nicht als gleichberech- 
tigt ansehen dürfen, wenn man sich den Ui-sprung von (50) aus (8) 
vergegenwäi-tigt. Denn alle Resultate, die man für (33) erhält, gelten 
unter der Voraussetzung e^^% sofort für Heine's Kngelfunction 
[Gleichung(48)], weil der Charakter des Integrals wesentlich durch 
das ganzzahtige v bestimmt wird. Die Integrale von (8) hingegen 
lassen keine directen Schlüsse auf s ^ o:P"(*)+j5Qv(a;) zu, wie es 
der Brief Hermite's an Heine augenscheinlich darthut. TJebrigena 



') Haentzschel, Ucber die Eeduction öer Gleichung ^-^ +ä~ä" "*"B~ä" ~ ^ 



auf gewöhnliche Differentialgleiehungen. Ein Beitrag zur Theorie der Lame'schen 
Eunctionen zweiter Ordnnng. Berlin 1883, Mayer & Maller. 

*) Hermite, Snr qiielques appiications des fonctions ellipliquos. Comptes 
Rendus, Paris 1871—1882. 

') Hermite, Suv l'integration de Taquation differentjelle de Lame. Extrait 
d'uco lettre adressee ä M. Heine. Crcllc's Journal, Ed. 89. 

*) Hciiie, Handbuch, Bd. il, S. 364— 3G7. 
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hätte Hßine dieser Umstand nicht entgehen dürfen. Weil P"(^) eine 
ganze Funotion von x ist, so sucht er auch E'^^x) als ganze Function 
darzustellen. Dieser Analogieschluss war falsch; er führte zur Inte- 
gration der Lame-Hermite'schen Gleichung (8) für einen Ausnahme- 
fall. ') Denn (^i(p) wird für x^l logaiithmisch unendlich, während 
die Lame' sehe Function der zweiten Art F'iai) nur „elliptische Inte- 
grale der ersten und zweiten, nicht aber der dritten Gattung enthält", 
folglich des logarithmischen Charakters entbehrt (Heine, Kugelfnnc- 
tionen, Bd. I, S. 386). 

Ein neuer, vondem soeben behandelten völlig verschie- 
dener, Orenzfail tritt in Gleichung (lo) ein, wenn wir 
(Bl) e. = ,, 

setzen. Nehmen wir dann noch 

SO erhalten wir: 
(52) W'(l-Ö'|j-''«(l-Ö(-l+2ö| 

I +B!>'+(*"-Ö!>-(" + ö]2 = 0. 

Das Integra! dieser Gleichung ist die Eiemann'sche P-Function 
mit drei singulären Stellen, und zwar ist 

j-^ = (r= +^"l/o;^A^; y[ = — ff ^ — iV« — ''■^■ 
Im Lamö-Wangerin'schen Fall ist « ^ i^* — ^, im Lame-Her- 
mite'schen ist o; ^ m(«+l), daher ist im erateren q^=-0 eine 
wesentlich singulare Stelle, wie schon früher hervorgehoben. 
Bekanntlich ist nun in der Umgebung der Stelle p == 0: 

1 ß^y^ 



') Fachs, Ueber eine Klasse von DiflerentialjjlPiclmngen , Helrlio durch 
Aliel'sche «nd elliptische Pnnctioneii nitegriibar ^ind Nachrifhten der Kgl 
Gesellschaft der W la-önst. haften zu Gottmgen, 1870 
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WO F die Gausa'sohe hypergeometrisclie Reihe bedeutet. Wir gelicn 
hierauf nicht weiter ein, sondern verweisen in Betroff der mannig- 
fachen Beziehungen der P-Function zur hypergeometiisohen Reihe 
auf die gediegene, unter Herrn Prof. Felix Klein's Leitung entstan- 
dene, Dissertation dos Herrn Paul Nimsch, TJeber die Perioden der 
elliptischen Integrale I, und II. Gattung als Functionen der rationalen 
Invarianten, Leipzig 1886, deren Paragraphen 1 und 2 hier für uns 
in Betracht kommen. 

Der höcbste Grad der Entartung der Lame-Wangerin'sohen 
Functionen vom ersten Typus tritt ein, wenn die beiden Perioden 
der JD-Function unendlich gross werden. In diesem aussersten Grenz- 
fall sind die drei Grössen e und also auch die Invarianten der p- 

Function g^ und g^ gleich Null; pu selbst reducirt sich auf — ä- tmd 

in folge dessen ändert sich auch der Sprachgebrauch; die Nullstelle 
m^s — ex = pu — e), heisst jetzt die unendlich ferne Stelle, die an- 
endlich ferne .Stelle g = — heisst jetzt die Nullstelle der Function. 

Im übrigen sind die gedachten Functionen auch ein Grenzfall der 
Laplace'schen Functionen. Die entsprechenden Differentialgleichun- 
gen lauten; 

(8b) 4.- -g-+6.'i|~|C»'-fl— ''■!// = 0. 



(IIb) 


"^^^T" 


(12b) 


y^^Vi. 


(13b) 


, (i'z , dz 1 ;.' 


(24b) 


d'z 1 dz 1 

lir-^ir-du+V' - 



Diese Gleichung ist die bekannte Definition der Foiirior-Bessol- 
schen Functionen 

(56) s = a.J,Qiu)+ßK,{hu), 

welche man auch aus (24«) herleiten kann. Dabei wird freilich 
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dann n = oo, was Herr Mehler bei seinem Grenzübergang betont 
hat, aber es ist dies nur ein secundäres Moment'), die Haupt- 
sache ist das Verschwinden der Weieratrass'schen e's. Die 
Function j/, die keinen Namen erhalten hat, ist also weiter nichts 
als die durch Reduction von (24 b) auf zwei Glieder entstehende 
Function, daher kann man sagen, dass (8b) die Fourier-Bessel- 
schen Functionen in der Umgebung der unendlich fenien Stelle, die 
hier in der Terminologie des Herrn Fuchs eine Stelle der Unbe- 
stimmtheit mit bestimmter Verzweigung ist, definirt. Reihen- 
entwickelungen von y in der Umgebung von 3 = 0, welche die 
bekannten semiconvergenten Reihen der BesseTschen Transcendente 
sind, habe ich in meiner Programmabhandtuug von 1889 groben, 
sie werden sich uns auch im fünften Theile dieser Arbeit von selbst 
ergeben. Man muss dazu nümlich gerade von 

(19) t=.i-, 

(20b) ,.||_+2.'4|-i(.--B.'-4'|j 

ausgehen, eine Gleichung, die bisher nur den Schluss auf die wesent- 
liche Singularität der Stolle t ^= vennittelt hatte. 
Weiter ist 
(28b) 2 = sWm" bez. s = S(v)M-^ 

s'-') =^ ajy(hu)+ßky(hu) in Heine's Bezeichnung. 



(SOb) 



d^z'-^) _(2i'+l)_ ds*"^ 
du' u du 



(Heine, I, S. 233). 
(31b) ^ 



(41b) 






t = 


' 4 










(42b) 


■liemat 
185. 


äl, Ueber die Poiirier- 
ili und Physik, herausg. 


■BessE 
egeben 


sl') = 0. 

il'sohe Trai 
von Schli 


[bez. (29b)] 


') Haant 
Schrift für Mal 
gang, 1888, S. 


iscendente. Zeit- 
Imileh, 33. Jahr- 
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(43 b) 
Daher 
(57) J.<u-) = u-^, 

(Heine, Rd. I, S. 237, Gleichung (43)), d. L die Untersuchung der 
Fourier-Bosaerachen Tvanscendente J^ kann auf die Untersuchung 
von ^0 beschränkt werden. Gleichung (42b) kommt schon inFourier's 
Theorie de la chaleur, Kapitel "VI, 8. 336 vor, weshalb Heine unsere 
Function trotz der tiefen Untersuchungen Bessel's für Fourier 
reclamii-t hat'). Aeholiche Gleichungen gelten für z^^)\ es jei^es Mal 
nur — T an die Stelle von -\-v zu setzen. Wird überall statt v 
gelesen: n+\, wo n ganzzahlig ist, so entsteht der äusserte Grenz- 
fall der Lame-Hermite'sehen Functionen vom ersten Typus. Die- 
selben sind bekanntlich in geschlossener Form darstellbar; man findet 
näheres über dieselben in Kummer's Abhandlung über die hyper- 
geometrische Reihe (Crelle'e Journal, Bd. 15), in Halphen's Traite 
des fonctions elliptiques et de leurs aipplications , Bd. II, 1888 und 
im fünften und sechsten Theile dieser Arbeit. 

§4. 

Wir haben uns jetzt weiter mit den Lame-Wangerin'schen 
Functionen zweiter Ordnung vom zweiten Typus zu beschäf- 
tigen, also mit 

(II) 4!t = ((,._.)ifi=i*t:fJ_i.L. 

Stellen wir gleich von vorn herein fest, dass dieselben .sich, wenn 
die Weierstraas'schen e's verschwinden, auf die Exponentialfimction 
reducioren. Die Functionen vom ersten Typus zeichneten sich bei 
ganzzahligem v dadurch ans, dass die Ecke u = vom Viertel des 
Perioden Parallelogramms der ja -Function die wesentlich singulare 
Stelle für jene Functionen war, hingegen die Ecken « ;= «, w+w' 

') Herr Maggi hat freilich unsere Function bereits in einer Unterauchung 
Daniel Bernoulli's (-vergl. Heine, Bd. 11, S. 343) Torgefunden. Wäre es 
darum nicht am einfachsten bei der so gebräuuhliclieii Bezeichnung „Bessel'sche 
Function" zu verlileibeii? 
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und o)', bez. die diesen congruonteii , die ausserwesentlich singulären 
Stollen. Bei den Functionen vom zweiten Typus ist eine der zuletzt 
genannten Stellen die wesentlich singulare, die drei übrigen sind die 
ausserwesentlich singuläreo, daher kann man die Functionen vom 
zweiten Typu.s in drei Klassen eintheüeii. Die Gleichnngen (8) 
bis (13) bleiben mit Rüclisicht auf (7) unverändert. Bedenkt maij 
jedoch, dass die Gleichung 

(9) ^ = »-«, 
weffen der Formel p(u±!;s) — ex = -^ — -— die Bedeutung 

PW — flj 

hat 

(9a) ,^ fa-0(^.-^ J 

pu—e» 

so wird der Wunsch berechtigt erscheinen, des Vergleichs wegen die 
Gleichung (10) auch in derjen^en Gestalt vor sich zu sehen, wo te 
nach wie vor den Weiili jsm — s/ hat. Dazu setKon wii' in (II) 
(9) ^ = «.»-«» 

ein und machen es zur Unabhängigen. Wir erhalten 



(58) 



h2^[C^+ei— «.)(^+«,- 

Da aber hier der Ooefficient v„.. , 
aas 

von dem Goefiicienten von ^r-^ ist, wir also noch nicht die erstrebte 
dte 

algebraische Normalform vor uns haben, so setzen wir noch 
(59) y = <p.T.i 

und dies evgiebt: 



4ä!'(.v+e>—eX^-hex—fi,)- 



(60) 



Während. sich also Gleichung (10) ganz besondere zur Entwickele 
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dei Function in Rpihen eignet dip m üor Lmgebung der ausser- 
wesentiicli smguluen Stelle ti = gelten ist (60) passend für Ent- 
■wickelungen in Aet Umgebung von w = ai alsu wenn ■/.. B. pa =^ I3 
ist in dem Gebiet dei wesentlich sm^uhien stelle u = cu'. Bemer- 
kensweith 11t die Aelinhclileit \en (13) und (60), welche bewirkt, 
das'( fast hammtliche Gleichungen des i^ 2 mit kleinen Veränderungen 
sofort niedeigeschi leben werden können 

Wii machen tufmeiksam luf die einfach pciiodisclie Normalform, 
die zui GleiLhimg (60) geholt Set7t mtn 

'"!' ( &)' = ^"^ («+«-«.)(»+«-«,) 

und im besondoron -t- = — 2 icy (it 4- eji— e^ («+ e?. — p„), so folgt: 



(62) 



1 . J |/g>— e,ya;+et— g.H-Vg) .— g .V^+<ix— <^» 1 

(«-&)(& -«) 



C«-«.)+(ä.— «>)am'[<sy(«i— «,)C«i— «.)] 
tiiid (Ue Gleichung (60) nimmt die GeaUlt an: 



(63) 



<i[B!y(«,-«.)(«,-«.)]' 
(«l-«.)(«.-.i,) 



|(f."«i)+(«.—<!.)sin'[«iy(«j,— (!.)(«!— «.)]r 

aa+f) 



|(<i.-a)+(«.~«.)sin'[..7(«-«.)(«=^)ll J 

Diese Gleichung ist das Änalogon von (23), aber es ist doch eine we- 
sentliche Verschiedenheit zwischen beiden. (23) führte uns für ej = e, 
auf die Laplace'schen und Bessel'schen Functionen und gab so za 
der interessanten Ableitung dieser Traiiacendenten aus den Lame- 
schen Functionen Anlass. Hier ist y im Grenzfall nichts weiter als 
die Exponentialfunction mal (i3M~ei)7l, ■, wie aus (II) in Verbin- 
dung mit (69) sofort erhellt. Der Zufall hat die Hen-en Hermite 
und Brioschi geiade auf Gleichungen vom zweiten Typus gefühi-t; 
die Methoden ihrei Entwicklungen sind auch anwendbar auf Glei- 
chungen vom eisten Tjpus, wie meine Dissertation beweist, in der 
auf die soeben genannten Grenzfällo zuerst hingewiesen wurde. 
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Wir schreiben die Gleichung (60) noch mit doppeHperiodischen 
Coefficienten nieder, indem wir för x seinen Werth (ßu — ei) ein- 
führen (vergl. Gleichung (24)): 



-i^+i-. 



(64) 



-e)_ du 

Einen weiteren Grenzfall ontoehmeii wir aus (60), wenn 
(65) e, = e^ 

ist. Setzen wir dann noch ei — e^ = — 1, so geht Gleichui^ (60) 
genau in die Gleichung (52) über, wenn dort a: statt g und r" statt 
(k+t) gelesen wird, d. h. die Function y ist im Grenzfall 
eine Eieuiann'sche P-Punction mit drei singulären Stellen. 
Alles bei Gleichung (52) gesagte gilt hier wörtlich ebenso. 

Betrachten wir unter deraelben Voraussetzung Gleicliung (EI), 
und bedenken, dass nach Theil I Gleichung (41) und (42) die Functiou 



e, = e, entweder ^^{e>,—e,')\%^(^ ex~-e,u) oder =(l'j— e,)ctg^(]/sj--e.M) 
ist, so heisst (II) 

(11«) jj- = [{v^—iX'i-tMiV'V-'.uy-'Ay, 

oder 
(Ilß ^ = |(V'-0(e,-«.)clg'(yS=7.«)-i'l</. 

Setzen wir wieder ej- — i;, = — 1 und führen eine uuuü Veränderliclie 
I ein, indem 
(66) £ = ~ii^(:iu) oder S = /otgCm) 

angenommen wird, so entsteht: 

Führt man die Abkürzung ein 

(68) fi^^v'—i—h^ 

so können wir y — obschon also eine ^/-Function ~— deuten als 

(69) ■; = «Pr'(8+Mr'(S)- 

5* 
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Wenn die Variable | mit einer Exponentialfunction gleichwerthig ist, 
so stellt (69) die Ringfunctiou vor, die wir aus Heine's Hand- 
buch, Bd. II, S. 287, kennen; den am genannten Orte niedergeschrie- 
benen i'unctloaen sieht man den Charakter Riemann'scher P-Fune- 
tionen sofort an; im übrigen sei auf Theil II dieser Arbeit vei-wiesen, 
wo sich ergab, daas man für ringförmige Körper gerade auf Gleichungen 
vom zweiten Typus geführt wird. 

Wird in (67) v^ — J durch n(n+l) ersetzt, so bildet diese 
Gleichung den Kern der Betrachtungen des Herrn Hermite in dem 
schon erwähnten an Heine gerichteten Briefe (Crelle's Journal, 
Bd. 89). 

§5. 
Zum Scliluss legen wir uns noch die Frage vor, ob denn die in 
§ 1, Gleichung (1) und (2) gegebene Definition der Lame'schen 
Functionen «weiter Ordnung so allgemein gefasst ist, um allen An- 
spmchen zu genügen. Diese Frage kann bejaht werden, sobald es 
sich nur um die Lame'schen Functionen, nicht aber um die GrenK- 
fälle handelt. In der That hat in der Gleichung (2) der CoefBcient 
von [y(M)]" den Mangel, da er gleich 4 ist, niemals verschwinden 
zu können. Denken wir uns daher die Gleichung (2) mit dem Inte- 
gral y(M) = p(m^mJ— ej durch die allgemeinere ersetzt: 

(70) (-^^ J - 4ßy»{w)+66>=(w)+4ß>(M)+^', 

so ist deren Integral 

m ,„=-e(«-.«.),-_^. 

Wird dieser Werth in (1) eingefütu't, so kann man B mit a und 

C 
g-^- mit ß vorschmclzei) lassen, niid os hat sich also nichts ge- 
ändert. Eine Verschiedenheit tiitt erst für B = ein. Dann wii'd 
(71) illusorisch und an ihre Steile tritt die Gleichung (44) des ei-sten 
Theiles. Unsere Gleichung (1) aber lautet alsdann: 

in der wir die Gleichung der Functionen des elliptischen Cylin- 
ders mit dem Gronzfall der Functionen des parabolischen Cylia- 
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ders') wicdere }iPi ei t n t oaei mit tienen ich micli in den schoii 
citirten Abhan 11 gen emi^elieii le I escliäftigt habe. Im fünften Theile 
dieser Arbeit soll 1 e &!e chu g (72) einer ganz eigenthümlicheii 
Behandlung unte /o^e -werlen a f die ich durch eine Untersuchung 
des Herrn Bruns gef h t o den bin. Wir sehen also, es genügt 
die Definition (1) bez. (2) allen Ansprüchen, sobald es sich nur um 
Rotationskörper handelt, auf welche wir ja auch zu allererst unser 
Augenmei'lc richten wollten. — Die'aus (70) und (71) abzuleitende 
algebraische Normalform der Differentialgleichung der Lame'schen 
Functionen zweltor Ordnung 

I [4B,,'(»)+66',,-(«)+4B'y(.0 + ^'] 0- 
(Ti) 

I +[6S,,'(.)+GC»C.)+3ff] !J»-~|ay(„)-|?|j, = 

kann also stets auf (8) transformirt werden, ausser wenn ß = ist. 
Dieser Fall, der also doch ein Grenzfall ist, wird uns im § 8 des 
fünften Theiles beschäftigen; für ihn verliert Gleichung (73) den Cha- 
rakter einer algebraischen Normalform; der Zusammenhang der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders mit den Lame'schen Functionen 
zweiter Ordnung erecheint also von unserem Standpunkte aus als kein 
natürlicher. 

Resultat: Um die vielfachen Unterauchungen über die Lame'schen 
Functionen zweiter Ordnung mit einander vergleichen zu können, ist 
CS nothwondig zwei Typen von derartigen Lame'schen Functionen 
zu unterscheiden. Unter den verschiedenen Gattungen, die jeder der 
beiden Typen enthält, fallen zwei besonders auf, die Lame-Her- 
mite'schcn und die Lame-Wangerin'schen Functionen. Ordnet 
man den Lame-Hermite'schen bez. Lame-Wangerin'schen Func- 
tionen vom ersten Typus gewisse Functionen s durch die Deflnitions- 
gleichung (12) zu, so erhält man eine Klasse von Riemann'schen 
P-Functionen mit vier singnlären Stellen von der Eigenschaft, das 
eine Mal an der Grenze in Laplace'sche Functionen zweiter Ord- 
nung überzugehen, deren unterer Index die Hälfte einer ungeraden 
Zahl bez. eine ganze Zahl ist, welche Functionen selbst wiederum 
bei genau deflnirter weiterer Grenzbetrachtung in Bessel'sche Func- 
tionen mit einem Index, der die Hälfte einer ungeraden Zahl bez. 

') Für n = ,^ \m'\ <• = 0, 
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eine ganwe Zaiil ist, entarten; bei omcm anderen Grenzübergang aber 
gewisse dnrch (52) definirte Riemann'sche P- Functionen mit drei 
singulären Stelleo danustellen. Ordnet mao den Lame-Hermite- 
schen bez. LamG-Wangerin'schen Functionen vom zweiten Typus 
gewisse Functionen z durch die Definitionsgleichuog (59) zu, so erliält 
man eine Klasse von Eiemann'schen P-Functionen mit vier singu- 
lären Stellen von der Eigenschaft, das eine Mai an der Grenze ge- 
schlossene einfach periodische Functionen darzustellen, bei einer an- 
deren Grenz betrachtung aber in gewisse Riemann'scho P-Functionen 
mit drei singulären Stellen iibei-zugehon. 



y Google 



Vierter Tlieil. 

üebei" die Lamß'seheii Functionen höherer Orihiimg. 

Mit Heine wollen wir unter einer Lame'sehen Functiou (« — l)''' 
Ordnung das vollständige Integral der Difl'erentialgleiclraiig 

■verstehen, wo <p(«) und i}j(ii)) ganze rationale Functionen vom (iiade ' 
bez. (s — 2) ohne gemeinsamen Theiler aind. Von der EinschrAnkung 
Heine's, dass das erste particuläre Integral von (1) eine algebiaibihe 
Function sein muss, wollen wir uns nach dem Voi^ang dei Henea 
Hermite und Fuchs frei machen und uns die Frage vorlegen, wann 
ist die Gleichung (I) in goiächlossener Fonn int^rirbar, bez wann 
kann man 3/ durch bekannte Transcendenten darstellen. Wir irageu 
uns im besonderen, wann ist das Product v der beiden paiticulaien 
Integrale oder eine Potenz desselben, also v = (y^y^Y, eine ganze 
rationale Function. Mit dieser Einschränkung ist die Frage beieits 
Gegenstand der Untereuchung von Seiten des Herrn Brioschi ge- 
wesen (Ännali di Matematica, 2. Reihe, Bd 9, 1S78) jedoch nur m 
so weit, als Herr Brioschi den ersten Ansatz 7ui Losung ma(,ht 
um dieselbe alsdann allein für die Lame'schen lunctionen zweiter 
Ordnung für r = 1 und r = 2 zu geben. Ei wnd im fönenden ge 
zeigt werden, dass, wenn alles allgemein bleibt, ) höchstens gleich 2 
sein darf; es kann r aber jeden Werth annehmen, sobald ^(r) einen 
quadratischen Factor besitzt. Alsdann soll die f ntersuthung dahin 
ei^weitert werdon, dass V auch negative Potenzen in endlichei Anzahl 
enthalten darf, 
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§1- 
Es sei gegeben die Differentialgleichung 



(1) y(«,)_4(*.+„^^.-i+...+aO 

(2) .//(*) = o;„a;»-2+a,d!'-=H ha.-s 

ist. Bie Coefficieüten a^, a^, ... a, werden als bekanat vorausgesetzt, 
die Bestimmung derjenigen von i/'(ic), namentlich diejenige von «„, 
ist die Aufgabe, deren Lösung wir uns vornehmen unter der Voraus- 
setzung, dass der Ausdruck 

(3) ■ß'- ^ (ij^y^y = F(x) ^ iif'i-i,i^-' + b^af-^-\ \--b„ 

eine ganze rationale Function m'" Ordnung ist. 

Wir erinnern vorei-st daran, dass das Product « der beiden pai-ti- 
culären Lösungen y, und i/^, also 

(4) '"^y^y^. 
der Differentialgleichung genügt: 

(II) 2y.j>'"+3y'«"+C(p"+8t/))i>'+4i/''*' = 0, 
welche durch Intagration die Gestalt annimmt; 

(III) 5j(2W— V')+(p'W+4Vw'+C'' = 0, 

und dass die Integrationsconstante C nach Herrn Hevmite in folgen- 
der Weise in das Integral eingeht: 

(IV a) y - Gl/i)e ^i^) +G'lA;c 'V^. 

Sei 0) ein(5 Wurzel der Gleichung vix) = 0, so ist nach (in) 

(5) C = ±«'(»)VK^), 

und C demnach von Kuli verschieden, wofern nicht m eine Doppel- 
wurzel von v{ie) ^ bez. eine einfache Wurzel von ffQc) = ist, 

Bei der Berechnung des Integrals im Exponenten sind die ver- 
schiedenen Integrale, die sich durch die Partialbruchzerlegung von 

— ergeben, mit der durch die jeweilige Wurzel bestimmten Constante 

C KU verknüpfen. 
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Es soll also für (I) das Prodiiül, y\ y'[^ oinc ganze rationale 
Function sein; demnach setzen wir auf Gruud von (3) in (II) 

V = yFijB) oin und ci-halten: 



(IIa) 






:0. 



Diese Gleichung ist ia x vom (Sn+s — 3)'*" Grade; es ergeben sich 
folglich (3n+s— 2) Gleichungen fiir die (w+s — 1) Unbekannten 
hy . . .b„, Co . . . Kj_3. Es sind demnach mindestens (2n — 1) Gleichun- 
gen zu viel vorhanden. Man muss also den Grad von (IIa) nm die 
(2« — ly Potenz von ai herabzudrücken suchen. Dies ist nicht 
anders möglich, als wenn wir entweder r = 1 setzen, oder die 
Annahme machen, dass F reductibel ist. 
Sei r ^ 1, so genügt F der Gleichung 

(6) tpF'" -\-lf' F" -^\i<f" +%^))F' +%Ftp' = Q, 

aus weicher man eiae Gleichung (s+n — 3)"" Grades in x erhält, 
deren Coefficionten einzeln verschwinden müssen. Es ergeben sich 
also (s+m^2) lineare Gleichungen zwischen den (s+w — 1) Grossen 
hp und ß^. Demnach bleibt ein Coefficient, z. B. K._..i, will- 
kürlich, während für a^ erhalten wird 

(A) «„ = — n(m+s— 2) 

in Uebereinstimmung mit Heine, Handbuch der Kugelfunctiooen, 
Bd. I, S. 447, 1878. Die Bestimmung der übrigen Coefftcienten als 
Functionen von aj—s ist leicht. Für s = Ü haben wir die Lamu- 
Hermite'sche Gleichung: 

|(4«'~;.«.-!,.)4J-+Cfa'-iS,)-^J^(«(»+l)i-4')y = 0, 

"' d'« d. 

bez. j;^ = («(«+l)K«-».)-'»')j El -Tjy -i- ^-du. 

Deshalb wollen wir die Gleichung 
die verallgemeinerte Lame-Hermitc'sche Gleichung nennen. 
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(Hb) 



Eine eingehendere ßespreeiiuriff dersfilben erfolgt in den Pava- 
grapheu 6 — 7. 

§3. 

Es sei F(;i:) rediicitibel. Wir setKon mit Herrn Brius^uiil 
(9) F(^) = J"Q, 

WO 

(10) Q(^) = *=+)-, *"-'+-+/„, 

ist. Alsdann geht (IIa) übet in 

\2<p{:r'P"' Q'+rX^F" Q'-1-3P' Q"-hPQ"')Q'' 

-Br(r-l)(PQ"+P- Q')Q'Q+(r-l)(2r-l)I'Q''] . 
I +3^<f ' Q[rW' Q'+r(PQ"+2P' Q') Q-(,.-l)7'Q"] 
( +rX^■'+S^,X''P'Q+PQ')Q'-\-ir'^|>•PQ' = 0. 

Die höchste Potenz von x ist die (s-l-g+SiT— 3)"^; folglich führt 
diese (ileichung auf (s+g+äo — 2) lineare Gleichungen zwischen den 
(s+g+ff—l) Unbekannten a„, a, ...«„_3; ß,...ßf, >',---J'o, d.h. 
es sind immer noch (2(r— 1) Gleichungen zu viel vorhanden. 

Die Gleichung (IIb) müeaen wir deshalb durch Q^ theil- 
bar zu machen suchen. (IIb) wird nun durch Q" theilbar, ohne 
dass über r irgend wie verfügt wird, wenn man annimmt, dass gj 
proportional mit Q', demnach 

(11) 9. = QM=('«-S'»l 

ist. Es ergeben sich dann (s+g + e^Ü) lineare Gleichungen awischen 
den (s+e — 1) Unbokannton «^ . , . «,-3; ß; ■ ■ ■ ßi,- Der TJeberschuss 
von (ff — 1) Gleichungen wird durch die Annahme ff ^ 1 vernichtet. 
Daher das Resultat: 

„r darf jeden beliebigen Wcrth haben, wenn y(^) :^ 
mindestcn.s eine Doppclwurzel g besitzt. Dann ist 

. = P(^^|)^; 
(IIb) bestimmt im allgemeinen sämmtliche Coefficienten 
als Functionen dos willkürlich bloibonden r; auch für »■ = 1 
kann einer derselben willkürlich sein; im besonderen ist 
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Ueber die Lame'scheii I'utiotionen höberer Ordnung-. 

_ _ (.■(.+ l)(. 'g+l+.-— 2.-) ^ . 



Dieser Fall definirt die vorallgomeinerten Laplaoe'sohen Func- 
tionen. Die Besprechung deaselbea erfolgt im § 9. 

(IIb) wird weiter durch Q' theilbar, wenn )■ = 1 ist. SotKt 
man Q = conat., so ist (IIb) mit Gleichung (6) aus §2 identisch; 
setzt man Q = P, also « = P", so muss nach (5) die Constante C 
gleich Nall sein. Im § 4 wird gezeigt, dass dies auf Heine's Lame- 
sche Fanctionen (s — l)'^' Ordnung und erster Klasse führt. 

Fragen wir uns, giebt es nicht vielleicht noch andere Möglich- 
keiten, (IIb) durch Q^ theilbar zu machen? Einer solchen Theilbar- 
keit wideretreben die Glieder: 

Macht man diu Annahme 

(13) ff=^Qj, 

so würde der Widerstand des Gliedes —6r(r — l)q:QQ'{FQ"+P'Q') 
gebrochen sein; sehen wir zu, welche Form die übrigen Glieder an- 
nehmen. Der Rest ist 

(14) (r-l)PQQ''^[(r-2)Q'(-3rQ(']. 

Von ihm ist der /.weite Theil offenbar dnrch Q'' theilbar, der erste: 

(r~lXr-~2}PQQ-H 
wird für ■/■=!, oder für r = 2 durch sein Verschwinden, udei dmch 
die Annahme P= Qq die verlangte Theilbarkeit heivotiufen 

Sei r = 2. ■ Wir haben dann (s+Q+a — 2) Imeare Gleichungen 
zwischen (s+q — 1) Unbekannten; der TJeborsehuss an Gleichungen 
wird für (r=: 1 vei-schwinden. Daher das Resultat 

„Ist V = ^,y^ = P(ai)y^^ und (f = (it~S)t, so ist (l) 
integrabel. (IIb) bestimmt sämmtliche Coeflicienten; der 
erste von ipiai) lautet: 

_ (2e+l)(2e + 2s-3) . 

keiner dieser Coefficienten ist willkürlich." Wir haben os 
mit den vorallgomoinerten Jjarae- Waugerin'schon Func- 
tionen zu thun. Die Besprechung erfolgt im §8. 
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Sei P^ Q.q. Es wirii jetzt iibei- )■ nicht verfi^t. Sei q von 
der Ordnung i, so erhalten wir (s+2ff-t-S-— 2) Gleichwngen zwischen 
(s+k^l) Unbekannten. Es ergiebt sich aJso ein Ueberschuss von 
(2a — 1) Gleichungen, ganz so wie beim Beginn unserer Untei-suchung 
für (IIb) gezeigt wurde noch vor der Division durch Q'. Man hat 
also aus (IIb) alle diejen^en Glieder herauszuheben, welche unter 
der Voraussetzung: 

(15) <p=Q.t; F^Q.q: » = qQ'^^ 

der Theilbarkeit durch Q' widerstreben. Als solche ergeben sich: 

(16) -2(r'-l)tqQ-'-h5r(r+l)tqQ"' = (r-l-l)(r+2)f,iQ" 

Für t proportional mit Q wäre die verlangte Bedingung eüallt dies 
führt auf (11) und weiter auf eine Specialisirung von (B) aber sie 
wäre auch weiter erfüllt füi- »■ = — 1 oder r = — 2, und endlich für 
?^ Q-5j. In allen diesen Fällen muss offenbar' ff=l sein, um 
den nach der Division durch Q' noch vorhandenen Uebetschusa von 
(ff — 1) Gleichungen zu vernichten. Für r = — 1 folgt nun » = g, 
und dies gilt offenbar für die verallgemeinert« Lame-Hermite'sche 
Gleichung; für r = — 2 folgt v = q'^x — |, und dies führt offenbar 
auf (C), der verallgemeinerten Lame-Wangerin'achen Gleichung, 
Die Annahme q= Q.q, fühi-t auf (s+2ö'-4-^, — 2) Gleichungen für 
(s+Ä, — 1) Unbekannte; sie fordert also eine Theilbarkeit von (IIb) 
durch Q*. Die Untersuchung fördert keine neuen Resultate, denn 
sie fordert für r die Werthe — ^ oder — 1 oder — |-, was auf (A) 
oder (C) führt. 

§4. 
Der Vollständigkeit wogen ist es nÖtbig, noch diejenigen Fälle 
zu erörtern, in denen die Integrationsconstante C in (III) gleich Null 
ist. Alsdann hat (I) als pai'ticuläres Integi-al Yv und das allgemoinc 
Integral von (1) lautet: 

dx 



(17) 



(ivb) j = Gi/.+e'/- 

Führen wir u ^ PQ ■* in (III) ein, so erhält man 

,f{iPP"Q-+^PF'Qq+--{^-'2)F'q'+^P'QQ"--P"Q' 
I +,,'q{pP'Q+j P-(r'^+4tliP-Q- = i 
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Diese Gleichung führt auf (s— H-2g+2ö') lineare Gleichungen 
zwischen (h — l+g+ff) Unbekannten; wir müssen sie also durch 
FQ theilbav zu machen suchen. Die nicht durch P. Q theilbaren 
Glieder lauten: 



(18) q> (y (^ -2) P'Q''-~ P'-'Q') ■ 



Es tritt also die gewünschte Theilbarkeit ein 

1) für <f = P.Q.t, 

2) für <f = PQ\r, 

3) für P=Q, 

4) für <f = P.T und )■ = ^. 

1) Führt man <p = PQt in (17) ein, so ergiebt sich, dass zur 
vollständigen Bestimmung der Coefficienten von \p(a;) nothwcndig r =^ 1 
sein muss. Es ist also v^=P.Q\ wii- befinden uns im Gebiet der 
verallgemeinei-ten Lame-Hermite'schen Gleichung. 

2) Für y = PQ't bleibt r willliührlich, also v = PQ^. Der 
ei-ste Coefficient von ip{x) ergiebt sich 

^ ^ (re+c)(re+ff+r^-20 ^ 

auch die übrigen sind Functionen von )■. 

3) Für P^^ Q ist r ^ 1 zu nehmen, um den Ueberschuss von 

Gleichunsen zu vernichten. ä1sod = P^: y^=GP+G'P\ -=1=-- 

Das particuläre Integral y^-= P ist wegen r = 1, also 

«o = — Ke+s — 2), 
lleine's Lame'sehe Function ei^ster Ai-t der ersten Klasse; das zuge- 
hörige 1/3 ist, wie Heine geze^t bat, frei von Logarithmen; es ist 
das Integral der zweiten Art. Sammtliche Coeffldenteu sind voll- 
ständig bestimmt. 

4) Wenn <f = P.t und r = \, so ist v = PQ^, d. h. wir be- 
finden uns wieder im Gebiet der verallgemeinei-ten Lame-Hermite- 
schen Function und zwar liegt der besondere, von Heine ins Äuge 
gefasste Fall vor, dass v durch einen quadratischen Factor theilbar 
Ist Es ist 

,= e«yP+e.Qyp7^,^. 
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Setzt man g-+-2(T = n, so ist a^ ^ — n{n+s — 2); die iibrigeo Goef- 
flcienten sind fest bestimmt; da P irgend ein Theiler von y ist, so 
kann man mit Heine so viele Klassen von Lame'schen Functionen 
unterscheiden, als qi solche Theiler hat — die erste Klasse derselben 
ist soeben in 3) definiit worden. Auf diese Verhältnisse zueilst hin- 
gewiesen KU haben, namentlich dass bei Heine v=:y\ einen qua- 
dratischen Factor enthalten muss, ist das Verdienst des Herrn Fuchs. 
(Fuchs, Ueber eine Klasse von Differentialgleichungen ii. s. w. Göt- 
tinger Nachrichten, 1878.) 



§5- 

Wir fragen uns, ob nicht in dem Ausdruck 3) für F auch ne- 
gative Potenzen zulässig sind und welche Veränderangen unsere Re- 
sultate dm-ch diese Annahme erleiden. IVir können uns F dann auf 
die Fonn gebracht denken 

S 



(3a) 



-F{^)^ 



wo Ä eine ganze rationale Function bedeutet, die in ihrer Gestalt mit 
liem früheren F identisch ist. Die Gleichung (Ha) heisst alsdann; 



(Uli) 



H-3ry' 



, 3..C.' 

'■ S' 



V 3J- , 



-l)(2r-l)l 



_ Sri ff' 



<'-"« -^-S 



2tS^_ 
ß 



k(h+rl 



''C'p"+8V)(|-^)+4ry =0. 



Für j' = 1 unii ((., = 0, wodurch keine Beschränkung der Aligemein- 
heit eintritt, ergiebt sich für die vevailgeineinerte Lame-Her- 
mite'sche Gleichung; 
(2() a,= —aXn-li){n~k-hs~'2), 

indem «„ der Coefficient von x^ in fix) ist. 

Man erkennt also, dass unsere lategrationsinethode versagt, wenn 
u^ = ist — es ist dies ein Grenzfall, der z. B. bei den Functionen 
des elliptischen Cylinders eintritt. Die weitere Fortführung der Unter- 
suchung erfordert wieder 
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(9a) S = P'-Q 

KU setzen. Damit die Zahl der Bestimmungsgieicliungen aicht grösser 
sei als die der /u bcstimmendeu Constaaten, ist entweder 
(11) , = Q'<=^V) 

anzunehmen, dies fühvt auf die verallgemeinerten Laplace- 
schen Functionen, für welche 



_,(,^i=i)(,,i^V.-.), 



ist; oder ahev es ist 
(13) <p=Q((=»0 

an setzen, und dies l'iilivr, auf die Yei'allgemeiuerte Lame- 
Wangerin'sche Gleichung, für welche 

ist. Eine eingehendere Besprechung behalte ich mir vor. 

§6- 

Die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche Gleichung. 
Herr Hermite ging bei seinen Untersuchungen von der Glei- 
chung aus: 

Schreibt man statt dessen 

ii = |„(«+l)(ö--)»u-am(V,;^.>, *)+/.'}» 

und setzt 

x—fi, =(«,— s,)z/'am(J/^"— eJM, k), 
•■^-'^. = (. -«,)ces=am(V.7=:^w, k), 
x—e^ = (e.^ — ej)8in^am(]/ej — e^M, k), 

wodurch 
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wird, so geht die obige Gleichung über iu 

Aehniicil wird die GleicliuEg 

-3- = {»(»+i)(^)--cv^;;=j;», *■)+'•■)» 

durch die Substitution (cf. Brioachi, Comptes Eendus, T. 85, 1877) 

w = p(uztm'\<j.^, c/,): k" == ~^ 

in (7) übergeführt. 

Um das Verhalten von y in der Umgebung der unendlich feruen 
Stelle 7,u studii'en, betrachtet Herr Hermite die Gleichung 

du' l^^ \',—'Jm'(ye,—e,u,ei ' 

welche für 

.-. -(c , ) »'(VV^«, 'S) 



iii'cy«,— «,«, *) 



in (7) übergeht. Deshalb habe ich (7) die algebraische Normal- 
form der Lame-Hermitc'schon Gleichung genannt und dadurch 
rechtfei-tigt sich wohl auch die Bezeichnung der Gleichung 

als der verallgemeinerten Lam^-Hermite'schen. s giebt die 
Ordnung von yC«) an; (IVa) stellt das Integra.1 von (8) dar, weun 
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V eine ganze rationale Function w'"^ Ordnung ist, deren Coefficienten 
im Verein mit denen von V(*) durch (6) definirt werden als Func- 
tionen von «s-s, des eiuKigeti willkürlich bleibenden. Im Fall des 
§ 4 Nr. 3) und 4) ist kein Coefflcient beliebig, sondern es wird auch 
a,_a bestimmt und zwar als die Warzel einer Gleichung n'=" Grades. 
Diese letztere Gleichung, welche nach Heine die Individuen, die den 
einzelnen Klassen von Heine's Lame'schen Functionen angehören, 
bestimrait, findet sich für einzelne Fälle bereits bei Lame undHeino 
vor. VoTgl. F. Klein in den Math. Ann. Bd. 40, 1892. 

Es ist nun klar, dasa wenn die Gleichung (8) für die im End- 
lichen gelegenen singulären Stellen in geschlossener Form integrirbar 
ist, sie es auch für die unendlich ferne Stelle sein muss, wenn auch 
vielleicht mit der Einschräukung, dass a,-i nicht mehr willkührlich 
sein darf. Die nachstehende Behandlung der zum Punkte a' ^= oo 
gehörigen Differentialgleichung verhält sich zu der von Herrn Her- 
mite herrührenden, wie die Arbeiten des Herrn Brioschi über die 
Lame'sche Gleichung zu denen des Herrn Hermite. 

Wir merken zuerst an, dass die zum Punkte x ^w, wo w eine 
Wurzel der Gleichung y(ii;) = ist, gehörige determinirende Funda- 
mentalgleichung für (8) lautet: 

d. h. die Wurzeln sind und ^, und die Punkte w sind folglich 
ausserweaentlich sii^uläre Stellen für den Giltigkeitsb ereich des Inte- 
grals. Wir führen in Gleichung (!) die neue Veränderliche r ein, 
definirt durch 

(19) ■' = ^, 

setzen 

und erhalten 

(21) ^V.(^)^+K^V'.W-i-^9',W[4-s])-|-+^, W?/ = 0. 

Der Coefficient von -^ ist hier noch nicht der halben Ableitung 
des Coefficienten von f- gleich, deshalb gehen wir zu der Func- 
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tioii z über, welche mit, y dou Zusammenhang hat: 

(22) ,j = zH- 
und bekommen: 

(Y) #(,)-.g+iex»)-)J7+5'W« = <>, 

wo 

(23) *(i) = »'fi(»)='l»'(».»"+*-i^'"'H l-i.i+l) 



(24) 






ist. Wir bilden zunächst die determinirondo Fundameatalgleiehung 
von (V). Sie lautet: 

(25) 4,(y-l)+4,,+..- Ö.^^i"- = 0, 

odoi- wegen 

«, = -»(»+,_2), 

i,,' = „(„+,_2) + ^^i^ = (,, + |—t)'. 

Also ist die Uift'orenz der Wui-7,eln ?on (25) 

(26) <,,-!,, = »+-|— 1. 

Da nun w und s ganze Zahlen sind, so wird die unendlich ferne 
Stelle ic = oo, heu. «= ausserwesontlich singulär sein, wenn 
s eine ungerade Zahl, also <p{a!) von ungerader Ordnung (bei Herrn 
Hermite ist s ^ 3), wesentlich singulär sein, wenn s eine gerade 
Zahl, also (p{x) von gerader Ordnunij ist Im übrigen hat z den 
Charaliter einer verallgemeinerten Laplace sühen runction. 

Nun ist (V) vom Typus (B) (§ 6) ihie Integrale können dahor 
sofort formell niedergeschrieben weiden abei es tiitt wie eben aus- 
gefühi't, eine Spaltung dieser Gleichungen in zwei Klassen ein. Sobald 
f(d) von ungerader Ordnung i-rt bleibt «j- willkmlich, trotzdem in 
§ 3 beim Typus (B) gezeigt wai dass aammtluhe Coefficienten fest 
bestimmte Wertho haben e& ei-schemt die** eikltrlich, da (!) und 
(V) nur ausserwesentlioh singulaie Stellen haben Sobald ^{x) von 
gerader Ordnung ist, blai t, « tbuüilK wiUkuih h; es hat dies 



y Google 



Ueber die Lam^'schen Functionen höherer Ordnung. 



83 



wohl darin seinen Grund, dass die wesentliche Singulaiität von x = oo, 
T ^ den Charakter von ß" und nicht von logQ hat. Der Beweis 
dafür, dass a,-? willkürlich bleibt, wenigstens in den einfachsten 
Fällen n = 1, s = 3 und « = 1, s = 4, soll im § 7 erbracht werden. 
Es ist möglich, die Differentialgleichung (V) in, eine andere über- 
zuführen, bei welcher der Grad aller Coefflcienten um eine Einheit 
geringer ist. Sei wieder w eine Wurzel der Gleichung y(.i;)=^0, 
also ifiw) ~ 0, so macihe man in (V) gleichzeitig die Substitutionen 



(27) 

(28) 
und mi 
(VI) 



ird erhalten: 



2 = !),(l+i;«--)"'", 



*'.(«> -ir+*.(e)9.=«' 



(29) *.(.) = .■ (.W."+2i2),-=+...+äM,+?«(»)) 

v^'-'c») „ , *i-"(») 

•■■+ (,^3)! "^ (,~2)! ' 



(30) 



' <p'(»')e- 



r^£-2);_5.>)_ 



- ^(«o) e-' 



(,s-2)' 



ist. In der That ist dev Grad von *,(i;) i""' der (s-Hl)'^ gegen den 
(s+2)'™ von *(r) und dementsprechend ist der Grad von ^^.(p) ^^"^ 
der (ä — 1)'° gegen den s"" von 9'(t). 

Fassen wir nun (19) und (27) luid auch (22) und (28) ziLsammcn, 
so besteht die Beziehung 

(Sl) 

(32) »=!/,( 



1 



1 
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mit deren Hilfe mau die Gleichung (I) auch direkt hätte in (VI) 
überführen können. . Da dem Werthe x = — oo die Stelle g = ent- 
spricht, wie aus (31) folgt, so stellen (V) und (VI) die Differential- 
gleichung der verallgemeinerten Lame-Hermite'schcn Function in 
der Umgebung der unendlich fernen Stelle in zweifacher Form dar. 
Was von dem Charakter der Singularität von t = gesagt wurde, 
gilt wörtlich für die Stelle § = 0, Auch (VI) ist vom Typus (B) (§ 3) 
und ihre Integrale können daher nach (lYa), (9) und (11) sofort 
I werden. 



a) Es sei n-=.\ uüd s ^ 3, 

Die Lame-Hermite'sche Gleichung lautet: 

Das Prodact v^y^y^ ist: v = x+ß^. a^ ist willkürlich; 
|3, ist gleich a,. Die zugehörige Gleichung (V) hoisst: 

Nach § 3 (B) ist: 
Weiter ist 

«. = -(e+ir)(«+T+''-^) = *' 

i h. 

Bezeichnet man — ^-t° — -^t^+l mit S, so hat (IIb) (§3) die 
Gestalt: 

I 2rVSP"'+3r'i'P"|2S(r+l)+i-rS'| 

(IIb) !+)TP'|2S()-'+3>-+S)+2«S'(2r+3)H-.-VS"+2r'ilI| 

I +P|2S+rSV(r+3)+rVS"+2iPr"+r'i|>'.i =0. 
Die Constante gleich gesetzt, ei^ebt: 

l+.-'(-S = 0, ih, r-d:}. 
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Ba (> eine positive Zahl sein mosa, so lassen sich die Gleichungen 
eH = — f =tl und — = ±-| nur für r = — -| und ^ = 1 ver- 
einigen. Demnach ist P = ir+^[ und also Q = n:^l. 
(IIb) vereinfacht sich dadurch bedeutend und führt zu 

Aus ihr folgt nur aj[ = 1, d. h. a, bleibt auch für (V) will- 
kürlich. 

Die Differentialgleichung (Va) ist in der Literatur bereits aufge- 
treten; sie ist ein specieUer Fall der Wangeriu-Darboux'schen 
Gleichung der Cyclidenfunction (W angerin, Crelle'a Journal, Bd. 82, 
1877; Darboux, Comptes Rendus, Tome 83, p. 1037—1040, 1876). 
Herr Darboux berichtet, dass es ihm nicht gelungen sei, für die 
allgemeinere Gleichung Resultate zu erhalten, ähnlich denen, die Lame 
für seine Gleichung erhielt; für die vorliegende specielle Gleichang, 
die nach unserer Definition eine Lame'sche Function vierter Ordnung 
von besonderer Art dai-stellt, ist die Integration durch die Bestim- 
mung von r, Q und P geleistet. 

b) Es sei w = 1 und s = i. 

Die verallgemeinerte Lame-Hermite'sche Gleichung lautet: 

4(^'4-a,^'+«,^^+a,«-1-a,)0+K16^'H-12«,^'+8a,*-l-4a3)J 

+(— 3*'+ ßjiB +«.,)!/ = 0. 
Aus Gleichung (6) (§2) folgt: 

wenn i/il/i = ^~\-ß,- Es bleibt also «^ willkürlich. Die zuge- 
hörige Gleichung (V) lautot: 

wo 

S = <>y+u,»'4-»,»"4-o,t+l, 

?i(t) = 3o,ir'+'2<i,i'+(»,+ii,)»'H-ii,i+o.~l. 
Für dieselbe kt s^s, ^ Pt^ = (re+(3; ^«-l^ hß'^)T^. 
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-(e+v)(e+~-+6~2). 



Q+-, 



Andcrerseite ist aus (Hb) zu schliessea: l--\-r\tt^ — 1) = 0, oder 
ir^ = !,)•=: ±-^. Beides lässt sich avu für r = — ^, (i = } ver- 
einten, sodass Q = n^i. ist. Demnach ist P = r-hß\- Die 
Gleichung (IIb) lautet; 

2S(r'hfiß\')-2t(t-+öß\)S'+T'(T+2ß[)S" 

Aus ihr ergeben sich nur die beiden Gleichuugün 

ß,+2i3'j(fl,+a2) = und 2a^ß',+aJ[ = 2. 
Werden die obigen Werthe von. a, und a^ hierin eingesetzt, so erhält 
man ß[ = '^- und die zweite' Gleichung erscheint als Folgerung der 

ersten, d. h. a, bleibt nach wie vor wilikürlich. AVas hier für 
specielle Werthe von n und s bewiesen worden, gilt ganz allgemein. 
Wir schreiben die Gleichung (V) noch nieder für s = 3 und 
beliebige Wei'the von n. 



y * 9> s's ^. - 



Auch deren Integi-ation ist also geleistet, da 

V = z,z, = (T''+j3,i--iH \-ßn)r-<"+i'> 

ist. 

Die vorangegangenen Gleichungen enthalten das ganze Material 
zur Beurtheilung des Verhaltens der Integrale der verallgemeiner- 
ten Lame-Wangorin'schen Functionen in der Umgebung der 



(■2g 4-l)(2g+ 2s-3) 
4 



singulären Stellen. Setzt maü in(I) für t 

so sind die Stellen x ^ ^v, wo w eine Wurzel der Gleichung 
g,(ic) == ist, wiederum ausserwesentlich slngulär. In Betreff der 
unendlich fernen Stelle lautet das der Gleichung (25) entsprechende 
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fl6i;- = (28+s-l)' 
(25') Ps+£-12 

I " 4 

(laller 

(26') 'j-s, = e+^- 

Weüo daher der Grad s von tf(ß) eine gerade Zahl ist, so 
ist ic = oo auaserwesentlich aingulär, wenn s eine ungerade 
Zahl ist, so ist a; = co wesentlich singulär. Der Fall eines 
if{x) von gerader Ordnung hier würde also dem eines <p{a:) von un- 
gerader Ordnung bei den L am e-Hermite 'sehen Functionen ent- 
sprechen; aber es ist doch ein wesentlicher Unterschied zwischen 
beiden Arten von Differentialgleichungen; bei Heiin Hermite iat für 
s ^ 3 der Parameter h willkürlich und darin li^ aum Theil die 
Bedeutung seiner Arbeit fnr die mathematische Physik, bei der ent- 
sprechenden Lame-Wangerin'schen Function für s = 4 sind alle 
Coefficienten von ip(x) bestimmt. 

§9- 

Die Resultate (A) des §2 und (C) des § 3 sind in so fern neu, 
als sie bisher nur für s = 3 bekannt waren. Das Resultat (B) ist 
völlig neu und es erscheint daher angemessen, seine Richtigkeit an 
einigen speciellen aus der Literatur bekannten Differentialgleichungen 
darzuthun. Wir l^en dazu die Gleichung 

|i+i(i:.+^|L+i"f±»,=o, 

dx \ <p w — ej dx 9 

^ ö, oder ßj oder e,; 7t, a, ß Oonstanten; 
zu Grunde, weiche die J.ame-Hermite'sche, die Lame- Wangerin- 
sche, die Hermite'schen Gleichungen (Crelle's Journal, Bd. 89), 
die Gylden'schen Gleichungen .(Comptes Rendus, Febraar 1880) und 
die Brioschi'schen aus Annali di Matematica, II. Reihe, Bd. 9 — 10 
in sich schliesst. Herr Brioschi hat Gleichung (33) in dem Auf- 
sätze: Sur une classe d'^equations diilerentielles lineaires du second 
ordre, Comptes Rendus de TAcademie des Sciences, Bd. 91, S. 317, 
Paris 1880 betrachtet und seine Resultate werden als specielle Fälle 



(33) 
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ans dem UDsrigen fliesseJi. Zuerst müssen wir (33) auf die algebra- 
ische Normalform (I) bringen. Man kann methodisch zeigen, dass 
dies auf unendlich viele Arten möglich ist; wir wählen einen Weg, 
der zu möglichst einfachen Resnltaton fühi't, indem wir setzen: 

(34) y = z{^~e)-^ 

Alsdann genügt s der Gleichung: 



(35) 






WO if>(ß! — e) proportional mit Qb — e^f, jw, imd m^ Constanten sind. 
Da der Grad von (ji{x — e) der vierte ist, so ist nach (B) 

„. = --(,+ l)(,+ i-H2). 
folglich : 

i. li. 

(36) « = ~G+| + f+|-)(e+T--I+i)- 

Es ist daher für (35) s,2j ^P(a!)(i»— e)', wo P von der g'"" Ordnung, 
r ganz beliebig ist, ß, m^, m^ und die Coefficienten von P 
sind Functionen des im allgemeinen willkürlich bleiben- 
den r. 

Oben war darauf aufmerksam gemacht worden , dass für )' = 1 
trotzdem einer der Coefficienten willkürlich bleiben kann. Dies tritt 
ein, wenn Q nicht ein Theiler von ^(x) und von der ersten 
Ordnung ist, während, wenn Q ein Theiler von gi(a') und auch von 
der ersten Ordnung ist, die Zahl der Gloichungou derjenigen der 
Unbekannten gleich ist. 

Hier ist Q = x — e, also ein Theiler von 

y(.,_,) = 4(«-«,)'(ä;-«,)(^-.,). 
Wird daher in (36) für r ein spocieller Werth gesetzt, so sind 
sjimmtliche Consta.iiten in P(a)), dazu jS, m^, m^ fest bestimmt. 
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Setzen wir mit Hfirrii Brioschi 
, ■> 

*' = — i_ ^ <^'^ 's'' "■ = ■— y(e-4-?r-|-l); 

(r=l, so ist ß = — iC^m— ?T+l)(2w4-?r+3); 



1- 



so ist a = — (q — ?i:+l)(p+2); 



Alles dies ist in Uebereinstimmiing mit den Angaben des Herrn 
Brioschi. Für 7r = ist in (1) « = — «(h+I); (33) ist mit der 
Lamc-Hermito'sclien Gleichung identisch, daher ß willkürlich; dass 
in (3) für jf = 2 ein Coefiicient willkürlich bleiben soll, ist irr- 
thümlich bei Brioschi. Hervorzuheben sind die Sonderfälle 7r= 1 
und n = — 3; alsdann hat (35) ein einziges algebraisches Integral, 
nämlich e, ^ yP(*) bez. (ic— e)*' yP(iE). Der Coefficient von z in 
(35) hat die Eigenschaft für ex = e^ diu'ch ((K^e^) theilbar zu sein; 
wäre dies nicht der Fall, so könnte (35) auch noch mit der im 
sechsten Theile zu behandelnden Heine'schen Function identificirt 
werden. Für ßj = ö^ ist die Stelle iB=e in <p{x — e) eine dreifach 
zuzählende; z ist dann eine Cytinderfunction; wir handeln 
davon im ffliiften Theile. — 

§10. 

Wir zeigen jetzt noch, dass die Gauss'sche hypergeometri- 
sche Reihe, die Riemann'sche P-Function mit drei singu- 
lären Stellen und die Heine'ache Kugelfunction höherer 
Ordnung sämmtlich durch La;place'sche Functionen dritter 
Ordnung daratellbar sind. 

Die Differentialgleichung der hypergeometrischon Reihe lautot: 

,<l~^)-g-+()'-(«+(J+l)..)4j -ufy = 0. 



fCa,(J,,,«)-S = 2,-."i"Cl-^) 
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so goDugt z dor Gleichung: 



(37) 



du' 

+|[i-C=-ß']«'+Ki-r)'+(«-«- 

Dies ist offenbar in unaeior Bezeichnung eine Laplaoe'sche Function 
dritter Ordmmg; sie hat die drei für die hypergeometrische Reihe 
charakteristischen Parameter X — 1— y, ^ = a—ß, v = y—a—ß, 
welche in der Untei-suchang des Herrn H. A, Schwarz auftreten. 
Zugleich ist z eine Riemann'sche P- Function mit drei singu- 
lären Stellen, aber von besonderer Art. Wir zeigea, dass jede 
Riemann'sche P- Function durch unsere Function z dargestellt werden 
kann. Eine solche genügt bekanntlich der Differentialgleichung: 

UDd ist durch die hjjiei^eometrische Reihe FQe) darstellbar iu der 
Form: 

■P(°, \, l «) = coiist.^"(l-«>i''(<>+''+c, «+!■'+.,•, a~d'+l, ^). 
Set/,en wir also obeu 

(f = o+S+c, 



SO erhalten wir 



V«' 6' c' ) " 
oder, da bei Riemann 



ünst.ai ^ (1 — £) 



sein muss. 

Pl ,„ ,a'j = conat.« - (1 — x) 
wo z das Integral der GleichLing 
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ist. Um dieselbe mit der allgemeinen Gleichung der P-^'unctioii zu 
identiiiciren, musa man in letztoror 

a'+a = 0, h'-\-h = 1, folglich c'+t = 
setzen. Demnach ist uüsere Function s darstollbar durch 

^--(-„ .\- -. 4 

fragen wir uns, wann ist das Product {z,z^y der )''™ Potenz zweier 
particuläi'en Integrale der letzten Differentialgleichung eine ganze 
rationale Function von x, so haben wir dazu die Gleichung (IIb) an- 
zusetzen. Für 

ergieht sich: 

b'—h =f(=:g+ ,-,-+-1' 

also 

(l-rt = -{(.+ :^)(<.+ i+2), 

während die Coefficienten bi und y^c'—c durch p+l lineare Glei- 
chungen als Functionen von g und — bestimmt sind. Ein Vergleich 
mit der Tabelle des Hen-n Schwarz {Grelle 75) zeigt, dass es sich 
tei unserer Integration namentlich um Fälle aus den cyclischen, 
den Dieder- und den Tetraedergnippen handelt (vergi, Felix Klein, 
VorJesungen über das Icosaeder, I^eipzig 1884, Abschnitt 1, Kapitel 3). 
Wir werfen zum Schluss noch einen Blick auf die Arbeit des Herrn 
Olbricht, Studien über die Kugel- und Gylindei-functionen, Halle 
1887 (Bd. 52, Nr. 1 der Nova Acta der Kaiserl. Leopold.-Carolin. 
Deutschen Akademie der Naturforscher), in welcher Heine's Kugel- 
function höherer Ordnung zum ersten Male mit der Riemann'schen 
P-Function in Beziehung gesetzt wird. Heine's Kugelfunction n"" 
Ordnung mit dem Index v und von der Stufe ^ ist ein particuläros 
Integra! der Differentialgleichung: 

[,i a.) ^, ^«r(l ^)^^ 
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wo Herr Olbriclit unter /.i, v, tt sich irgend welche Zahlen geset/.t 
denkt (vgl. Heine, Die speciellen Lame' sehen Fanctioncn erster Art 
von beliebiger Ordnung, Crelle's Journal, Bd. 62 und Handbuch der 
Kagelfunctioiien, Bd. I, S. 450), doch sind die ß, v, n bei Heine 
ganze Zahlen. 

Herr Olbricht zeigt, „die Kugelfunction tt'" Ordnung mit dem 
Index T, voa der Stufe \i, geht aus der P-Fiinction 

( — 1 CO -fl I 



welche die Kugelfunction zweiter Ordnung mit dem Indes i»' 
der Stufe ;it' darstellt, hervor, wenn man darin siibstituirt 



und die so erhaltene Punction mit (1 — x^') " multiplicirt". 

Offenbar ist also Hcine's Kugelfunction höherer Ordnung 
nur eine Laplace'sche Function dritter Ordnung, oder wenig- 
stona durch dieselbe darstellbar, und tann also mit Heine's Lame- 
schen Functionen höherer Ordnung keinesfalls in Parallele 
treten. Herr Ulbricht hat dies nicht erkannt. Aus der obigen 
Differentialgleichung leitet er nämlich durch den Mehler'schen Grenz- 
übergang eine Differentialgleichung her, welche angeblich die Cylinder- 
functionen höherer Ordnung deftnirt; sie lautet: 

(39) »'-|i+(p-l)tf-g- + |*'-m(m+p-2)is = 0. 
Setzen wir aber y ^= ^ ^ s, so ergiebt sich für z die Gleichung: 

d. h. diö Gleichung der Bessel'schen Transcendente vom Index 
m+^ — 1. Einer solchen Function ?/, die durch die Cylinderfunc- 
tionou Kwoitcr Ordnung in so einfacher A^'eise ausdrüclibar ist, den 
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Namon „Cylinderfuiicläon höherer Ordnung" beizulegen, geht doch 
nicht gut an. Wir weiden unsere Definition der Cylinderfunction 
höherer Ordnung im fünften Theile geben und legen das Hauptgewicht 
auf das functionentbeoretiache Verhalten der Function y an der Stelle 
ä- =: oo, welche wesentlicli aingulär und im besonderen eine Stelle 
der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung, in der Terminologie 
des HeiTn Fuchs, sein muss; dazu ist, wie bei den Lame'schen 
Functionen höherer Ordnung, in der algebraischen Normalform der 

Coefficient von -^^ von der s"" Ordnung, wenn die Cylinderfunction 

von der (s — 1)"" Ordnung genannt werden soll. 

Zusätzlich gedenken wir im Anschluss an Gleichung (11) im § Ji 
noch eines besonderen Falles der verallgemeinerten Laplace- 
sohen Functionen, der nameutiich für die Riemann'achen P-Fune- 
tionen maassgoblich 'ist. Ist 

(ir) »=Q\[=(^-i,)V-?,)'»], 

wenn also ö':=2, so ergiebt (IIb) im Ganzen (s + e) Gleicliungen 
zwischen den («-t-g) unbekannten % . . . a,-s; ^i - ■ ■ ßi; und r, welches 
ä alsdann völlig bestimmt ist. 
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Uehei' die Functionen des elliptischen und des Kreiscylindei-s. 

§1- 

d''V d''V 6^V 
Die Difieientialgleicliung des Potentials „ ^ H — ^ T~^~5~i =^ ^ 

lasst sich helianntln,li aul gewöhnliche Differentialgleichungen redu- 
ciren auch liei Korpein, die von Cylinderflächen zweiten Grades und 
den aus diesen duich die Ti ansformation mittels reciproter Radien 
entstehenden begienzt smd Man gelangt hierbei') auf Differential- 
ssleithunaen \on der Fuim 



« ^-H^- 



=i'=i) 



welche nach Heine die Functionen des elliptischen Cylindera 
deflniren. Im besonderen hat Gleichung (1) den Vorzug, dass sich 
aus ihr alle Differentialgleichungen herleiten lassen, die den einzel- 
nen Untersuchungen zu Grunde gelegt sind, welche sich mit den eben 
genannten Functionen beschäftigen, ja für t(:=0 oder ji = stellt 
sie die Difl'erentialgleichung der Bessel'schen Functionen mit dem 

Argument ■- ^ - ■ . ■ bez. —=, — r- dar, für m = jedoch seht sie in 

die Differentialgleichung der Functionen des parabolischen Cyiin- 
ders iiber. A und v sind unbestimmte Parameter; von v wissen wir 
nur, dass es ganzzahlig ist, wenn es sich um einen Kreiacylinder 



') Veigl. meine Abliimdlung im P]-ögramm des Realgymaaaiums 7U Duisirarg, 
Ostom 188R. 
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handelt, wean also gleichzeitig « = oder /? ;= ist. Dio Functio- 
nen des parabolischen Cylinders sollen von. der Betrachtung hier aus- 
geschlossen werden (man vergl. meine Ahhaudlung in Schfomilch's 
Zeitschrift, Jahrgang 33, 1888). 
Setzen wir in (1) 

und machen 

(3) *• = .■ 
zur Unabhängigen, so entsteht: 

(4) 4^(a(i-m-«)|ji+2(a(S-2m'«)ij-"--C*'*-v')j = 0. 
Die Integrale dieser Gleichung haben die sJugulären Stellen ^ = 0, 
X = — y und ij! = oo. 

Entwickelt man die Integrale in der Umgebung der im Endlichen 
gelegenen singulären Punkte in Reihen, so schreiten dieselben, wenn 
ß = a gesetzt wird, wie bei Herrn Lindemann entweder nach 
Potenzen von sin(mw) oder nach Potenzen von cos(mw) oder, wie 
bei Heine (Handbuch der KugeUunctionen), beiMathieu und Herrn 
Lindstedt, nach den sin bez. cos von geraden bez. ungeraden Viel- 
fachen von (miii) fort. Die Integrale in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle darzustellen, habe ich in dem schon erwähnten 
Schulprogramm von Ostern 1889 (hier findet sich auch eine genaue 
Uebersieht über die Literatur) versucht; es sind das irreguläre Inte- 
grale, welche in Thome'sche Normalintegrale übergehen, wenn eine 
gewisse Bedingungsgleichung ß = erfüllt wird, zugleich ist J5 = 
die Bedingung für die Coavergenz der Reihen, obgleich eine exacte 
Untersuchung dieses letzteren Punktes bei dem gegenwärtigen Stiinde 
der Theorie noch nicht ausführbar ist. 

Abseits von den eben genannten Abhandlungen von Lindemann, 
Heine, u. s. w. steht die Arbeit des Herrn Bruns'), Herr Bruns 
entwickelt die Function s der Gleichung (1) nach Potenzen von 
gtniw. gj, ggtzt aber 



') H. Bviins, Ueber eine Diüetentialgieicbung dtr StÖnn 
miscbe Nachrichten, Nr. 3533 (IHS'}-» und Ni ToV^ (1884), 
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aa und sucht nachher die Constante fi au bestimmen, für die er, 
aachdem ein Existenz beweis für das Integral von (1) geführt worden, 
eine transcendente Gleichung findet. Leider stellt das den Sachver- 
halt nicht richtig dar; dies veranlasst uns, die Untersuchung noch 
einmal zu führen. Unser Resultat ist: Entwickelt man s nach 
Potenzen von e'"'", so ergeben sich zwei Fundamentalsysteme — also 
vier particuläi'e Lösungen — von irregulären Integralen, die natürlich 
durch divei^ente Reihen dargestellt sind. Die Bruna'ache Constante 
/( hat den Werth -J. Die Bruns'sche Bedingungsgleichung bestimmt 
nicht fi, sondern sie giebt, wenn erfüllt an, dass die irregulären Inte- 
grale in Normalintegrale öbergehen ; alsdann treten die beiden ersten 
particulären Lösungen der genannten zwei Fundamentalsysteme zu 
einem einzigen Fundamentalsystem zusammen, zu dem von Herrn 
Bruns abgeleiteten. Die höchst scharfsinnigen, aber complicirten 
Beatimmungen der Coefficienten r„ bei Herrn Bruns lassen sich end- 
lich durch einfachere ersetzen. 

Wir führen also in die Gleichung (1) als Unabhängige ein 
(5) u = ei- 

indem wir unbeschadet der Allgemeinheit m = l setzen. Man erhält 






= 0. 



Die im Endlichen gelegene singulare Stelle m ^ im Giltiglteitsbereich 
des Integrals dieser Differentialgleichung ist nach Herrn Fuchs') eine 
Stelle der Unbestimmtheit, also eine wesentlich singulare, was man 
davan erkennt, dass einerseits der Grad der Vielfachheit der singu- 
lären Stelle die Ordnung der Differentialgleichung übersteigt, anderer- 
seits sich für (6) eine determinirende Fundamentalgleichung im Fuchs- 
sche» Sinne nicht bilden lässt. 

Den gloidien Charakter hat das Integral in dei' Umgebung der 
unendlich fernen Stelle. Denn wir haben nur 

m .=1 

in (6) zur Unahhäng^en zu machen und wir erhalten: 

(8) ''*-s^+''^- LtCi*-" >•+•■'•■] ' = "• 

') L. Fuchs, Ueber die Werthe, welche ilie IntPgtdle emei Dillcientul 
gleicliiiiig eister Ordnung in aingulären Pun.ktBn innehmHn können &it/uugs 
berichte der Berliner Akademie d. Wissen schiften ^rm. U Mai7 ISSb 
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(1. li. entwickeln wir das Int^ral von (6) und vertauschen ivir aacli- 
träglicli « mit ß, so haben wir zugleich die Darstellung des Integrals 
in der Umgebung der unendlich fernen Stelle, Daran knüpi'en ivir 
eine weitere Bemerkung, Offenbar ist s in Gleichung (6) für n =^ 
und bei beliebigem Werth von v die Fourier-BeNsersche Tiaris- 
cendente : 



und bei ganzzaliligem v ist 



■m 



Aus (8) aber lesen wir ab,-dass man für « = und bßi beliebigem 
Werth von v die Bessel'sche Function: 

und bei ganzzahligom r 

;=«.7;(^)h-«(^) 

erhält. Die zuletzt hingeschriebene Function ist bekanntlich bei sehr 
grossen Werthen von u durch eine semiconvergente Reihe darstellbar; 
demnach haben die Integrale von (6) die weitere Eigenschaft, bei 
ganzzalüigem Werthe von v und verschwindendem « in der ganzen 
Ebene gütige Reihenentwickelungen zu liefern, bei ganzzahligem i' 
und verschwindendem |3 hingegen in semiconvergente Reihen über- 
zugehen, deren Benutzui^ nur bei kleinen Wertheu des Äi^ninents 
gestattet ist. Daraus ist zu schliessen, dass die Reihen für s, die wir 
erhalten werden, im allgemeinen divergent sind. 



Treten wir nun in die Behandlung der Differentialgleichung (6) 
ein, so wollen wir zuerat aus derselben eine andere herleiten, in 
welcher die Vielfacliheit der singolären Stelle « =: die Ordnung 
der Differentialgleichung nicht mehr übersteigt. Dazu reduciren wir 
Gleichung (6), indem wir setzen: 
(9) ,/ = >-f>, 
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SO genügt y der Differentialgleichuiig: 

Sei VI dor Quotient zweier particulären Integrale dieser Gleichung, 
so genügt bekanntlich ij der von Herrn Kummer') zuerat aufgestell- 
ten Differential gloidiung dritter Ordnung: 



a^^'ia^u-A hl'fflf.wP-M 



Zu ihrer Int^ration setze man^) 


•■ = f-4(>«^lJ) 


+". 


Dann ist: 


du «■ «• +° 


Folglich: 




w.=-i-i'- 



(12) 



3)urcli Vergleiolieu von (11) und (12) ergiebt Midi: 
o_! = ±4o, 
«_, = —2, 

• "" + 4o \ 2 



■+i- 



') Kummer, Dfl generali quadara aeqiiatione differentJali tevtii ordinig. Pro- 
gramm des Gymnasiums iv. LiegiiitK, 1834, Wiederabge druckt in Crelle's 
Journal, Bd. 100, 188G. 

^ H, A. Schwarz, Ueter diejenigen 5 alle, in denen die Gauss'sehe hyper- 
geometrisehe Reihe eine algebraische Function ihi^es vierten Elementes ist. Cvelle'3 
Journal, Bd. 75, 1873. 
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iüdem wir «^i — n"^+i — i"^) • 






HH3 man sei 



du V^ du ) 



(IS) 



u) 

dv 1 ^ Ä« ni . , "i ■' 

-5-*- = losCzx: zlosit+(T„«+ -'-U-- 

du " ^^ M ° ^ '2 



da 

BekaDötlich sind aber die particuJäreü Inteiir'ale von (10) darsl.ellbai- 
in. der Form: 

demnach crgiebt. sich: 
(14) i/, = cue i"- e 3 ° s h 

Zur weiteren Entwiekelung des zweiten Expouentialt'aotoi'M dieses Auh- 
dnicks setzen wir 

in die Gleichung (10) ein und erhalten r 

Diese Differentialgleichung hat das erate der beiden erwähnten Merk- 
male für eine Stelle der Unbestimmtheit nicht mehr, wohl aber das 
/.weite. In Folge dessen kann man aueli nicht angeben, äu welchem 
Exponenten das zu suchende Integral gehört. Herr Bruns, der den 
von uns gewählten methodischen Weg nicht eingeschlagen hat und 
dem daher diese Unbestimmtheit wahrscheinlich verboi-gen blieb, hat 
<fi, als zum Exponenten Null gehörig angenommen. Indem wir dieser 
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Annahmo folgen, bleiben wir in Uebereiüstimmung mit der Glei- 
chung (14) und erkennen zugleich, dass dieselbe, wegen des constanten 

Gliedes in dem Coeflicienten von --p-, die einzig zulässige ist Es 

scbeint das für unser Verfahren nicht unwiciitig zu sein. 

Wir suchen also auf Grund von (14) der Gleichung (15) durch 
die Potenzreihe zu genügen: 

5P = b^-\-b^u-\-b„u^-\ h-bpUf-\ 

und finden zwischen den Coefficienten die Relation: 

(16) qiÄa(j>+l)ö^_Hi+[«+p(p+l)lö,--^&p-a = 0, 
aus welcher wir für die Reihe selbst den Ausdruck ableiten: 
_«(»+2)| 



{") 



3! UoJ 



Also ist, indem wir die oberen von den unteren Vorzeichen trennen, 
(19) z'^ = c"]/üe' 



^^(M <«±2)7M 
1! \ka)^ 2! \ha) 



Wir haben demnach zwei Ausdrücke für unser erstes particuläres 
Integral gefunden. Da der Dift'erentialquotient des Quotienten der- 
selben nicht constant, vielmehr mit (13) identisch ist, so müssen wir 
annehmen, dass es in der Umgebung der Stelle der Unbestimmtheit 
nicht wie gewöhnlich ein einziges, sondern zwei von einander unab- 
hängige Fundamentalsysteme von Integralen giebt. Der Aufstellung 
der- noch fehlenden zweiten particulären Integrale dieser letzteren 
haben wir uns daher jetzt zuzuwenden. 

Dazu gehen wir auf die Gleichui^ (13) zurück: 

03) di_^^,^^.(,,+f.+|..+ ...)_ 
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aus welcher wir ableiten: 



oder 



i-'^ii?-' V+ 1! -+■ 2r +-7 

oder darch Reduction der einzelnen Iiitegralo 

Wird daher der Coefticient dos Integrallogarithmus gleich B gesetxt, 
au ist ij von der Form: 



(20) 



, = (>'^!PC»)+-b/-^«*'s 



and wegen 



(21)i/, =(,■,«« 2"|a;,+a>+aXH H«>'-' 

Zur Ermittelung der Coeföcienten «ö, «',, . . ■, 
in (10) ein, welcher wir die Gestalt geben: 

du' 



(10) 
Maa 



(22) 



r*T 



fühlen wir (21) 



dann au der Gleichung: 

-2<,,(.±^)l»',+2«;,.+...+pa,;»'-+-.| 

— (?,M'i2a;+3.2«>H hp(p—l)a'pU''-'^+---} 



2! Vi«^ 



»(»+2)(»+6)- 



h^a^ß'' 
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aus welcher für den Coefficienten vüu u^ die andere folgt 
h'ß' , 



(23) 



±;,„o,+i)«;,+,+(»+,,(j.+ i))«;- 

+ ß-°-(2()H-l)*, — 0, 
Im besonderen erhält man; 



(24) 



"'. = ^-c<=^«-.-i 






»(»+2) , ,, « (»-!) 






{»(,+2)(»+6)-^.] 


"=F«7 


(»=+4) 


"■ + Zl.h-a' 


2!*V 



(25) 



Daher kiiteti die zweitca parti ciliaren Integrale: 

+ -i- („(,+2)a;. ^ 2S ^^ t.O- 1)) (-!i,-)' 
,([,.(»+2)(»+,i)-'';'^']<+3Bij.(»-+4))(|,)'±...} 
— -fz C du — " 

=<v.-.E-{.:+^(.«;+«-^».)(^) 

+ -^,-(»(»+3)<-2£.^6,("-l))(s"„)' 
|,([.(,.+2)(^6)-':f"]<+3iS.^y„-+4))(i)V..] 

oder in gekürzter Form: 



I 
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(25a)! 



(26 s.) 






..«./- 






t 1 /fti le t s 1 le ( l nte / iß (^(l) lu 1 

TiennPQ dei obeion \oii den iiuteien A oizeiohen ab E>^ stellen dem 
Dach (1**) und (2j) ibei auch (1**) und (2t>) die Integiale dei Difte 
lenfialgleuhun^ (6) n dei Umgebung lei Nullstelle w dar welche 
sich ^ls eine Stelle lei Lnleatinimtheit >on bestimmtei Veizweigui ^ 
eigiebt A Pitauhüht man a mit *» — « Ueibt dadurch ungemdert ^ — 

erhalt man ^ Higestellt in ler Umgebung dei unend]i<,h fernen 
stelle El sind iiregaWe Integiale die wii hiei voi unb haben 
die Reihen sind diveigent Die Fum-tion des elliptischen ( ylincloia 
kann demnach m einem nngfoimigen Gebiet welches die Null und 
die Unen llichkeifeitelle nicht enthalt in Potenzreihen entwi kelt 
wenlen wenn -vmi u^e" zur Vainblen machen In Ic \-iho le 
geniinten smguUien Stellen theilt sich die Im t n n z ei Z \ i e 
und holt aut Im h Reihen daistellbai zu bcii 

§3- 

Es ist notiiwendig, die Oonstante B noch naher /,u imtersuühen. 
Ei-inittein wir zuerst das Gesetz, nach dem sie gebildet ist. 
Ist von der ganzen transcendenten Function 

(27) ZÄp^-" 

bekannt, dass sie folgende Zerfällung in Linearfactoren zulüsst 

(28) Ani',^',,'), 

und bildet man die bekannten symmetrischen Functionen der AVurzeln 
iCf derselben, nämlich 
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I ist iiacii den Newton'schcn Formeln 



und folglich 

('2'.)) ZJ = C [^ , + -f^ (=fA.O+ -2] C:fA«)^+ -^V (+'' ")'-+ 

udei- 

= J-^"!' C=FAtt)'% 



"■"' jj,!js,!...^^+,! Vi ; V2 ; ■■■Vi)+w ' 

imlem ß,+2ß,~\ HCj>+l)fp+i = J>-4-l ist, wie sich sofort aus 

Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen, S. 41 crgicbL 

Aus diesem interessanten Resultat weitere Schlüsse zu ziehen, 
ist mir noch nicht gelungen. Aber es giebt noch einen zweiten Weg 
zur Berechnung von B. 

Um auf demselben zu möglichst einfachen Resultaten zu gelangen, 
gehen wir noch einmal auf (17) zurück. Wir setzen, wie dies jetat 
oiVenbar ist, praktischer an 

i,=,\p'. \ ha J 
und erhalten an Stelle ?on (16) die wen^ einfachere Recursionsformol: 

(16a) zph„+^Mn-\'P(p-hl))b^--^^^^^p(p~l)l>p-2 = 0. 
Ebenso erkennen wir aus (25), däss man (21) ansetzen kann: 

(21a) y^ = v,ue ^'' S —^ \-, — 1 -yy.B f- — e " , 

woraus im den CoefHcienten von «^ die Gleicliung folgt: 

l±»;+,+(»+K!>+i))«;-*'^!>(p-i)«i-> 

(23a) ! ' 

+ ß — (2p + l)S, = 0. 
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Aus dieser gehen aber wieder, iudem }i succcssivo gleich 0, 1, '2, 'd . 
gesetzt wird, die anderen hervor; 



(30) 



dB-h, 






Sieht man in diesem System von linearen (irlciohungen B --''„, a\, 

"3, «j, ... als die Unbekaiiütcn an und Ije/Gichnet mit T> die Deter- 
minante : 



(31) 



D = 



1 



M 



















+3« («+2) 

SBtB+ai 



uod mit — A die Dotermioante: 



(ji4-20> -1-1 

-^^'.ö.-l (n-^30) 






-'^.=. 





JH-V2 




-1-1 





— 


^... 







,-H20 +1 


" 










A 


n-l-30 
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Fünfter Theil. 


so ist offenbar 




(33) 


«f*.=4 



Weiter lässt sich iü Ijotrefl' der doppelten Vorzeichen aus ('29) er- 
mitteln dass B gleich zp^' mnltiplicirt mit einer cindeutigeo Function 
it denn weiden die au (12) folgenlen tteithe der Cueffiaenten 
1 ffl a tenutzt zui Bildung dei Äggiegate A A.^, 

Ij 1 so bind die Gro-nen A \ A^ stet? gleich ^1 

mal Pinei einleutigen l^unotion hingegen Ä A^ A positive 

cnleuti^e Auhiiuete De'shill kann man ii (^"l) lie fn ssc zpl 
voi die Klaramei nehmen und hat dinn in der Klammei eino ein- 
deutige Glosse Diiais folgt B und h* können sich nui lurch 
das Vorzeichen von emandec unterscheiden. 

Aber wir sclilieasen weiter : Die Haupt-Untevdetcrminanten 

von ^=^ in (32) sind die Coefficicnten h„ in der Entwicke- 

lung des Integrals (ITa), bez. (18) oder (l'J). 
Die aus (33) folgende Gleichung 

(33 a) -J-i-DB ^-b^ = 

bedeutet, dass der unendlich ferno Coefficient in der Parenthese 
der Integrale (25) und (26) verschwindet; für die Convergenz der 
dort stehenden Reihen würde die'! bekanntlich eine nothwendige Be- 
dingui^ ':(ein abei der im zw iton Glade fjlgeule Integiallogaritlunus 
mit semet di\tigenten Entwickelung micl t die eben angedeutete 
Con\ergen7 wiedei zu niühte 

A\un&cht mm dihcr oon^eij,ente Reihen aus (2^) und (26) zu 
erhalten ^o muss dei Integralloginthmus aus ihnen verschwinden. 
Dies ist nui mogiich wenn ß = ist was nach dem obigen die 
GleichuDft iJ* =- ^on selbst im Gefolge hit daduich verlieren aber 
die Integrale iluen logdiithmihchen Chaiakte jt lus (25^) und (26a) 
folgt diss il 1 

(5 4) 5 = 0, , = , unl , = ., 

ist. Die zwei Fundamentalsyateme sind zu einem einzigen 
verschmolzen, welches aus zwei Thome'schen Normalinie- 
gralon besteht. Aus der Art des Verachmelzens erkennt man, dass 
die früheren zwei Systeme voUstäudig unabhSngig von einander sind, 
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eine Thatsaehe die lei legalaieü Integralen doch niemals statt hat. 
Wenn Her! Fliehe sich daher m 'seiner citirten Akademie-Äbhaudlung 
vom 11. Maiz 18S6 im § 4- der sich mit derartigen Differentialglei- 
chungen beschäftigt auf seine Arbeiten in Crelle's Journal Bd. 66 
und Bd, 68 beiiift so hit ia^ fui Stellen der TJnbestimratheit keine 
bindende Kiaft denn die im Jjumal behandelte Klasse von Gleichun- 
gen hat nui reguldiü Integiale^) (Vei^l. meine Untersuchung über 
die Functionen de'i panboli'-dien t ylinders, Schlömilch's Zeitschritt, 
Jahrgang 3S ISSb wo ich dai^uf schon hingewiesen habe.) 
Die Gleichung L ^ zieht uach (33 a) die andere 

(35) J = 

nach sich. Dies bedeutet, der unendlich ferne Cocfficient der 
Normalintegrale verschwindet; die 'Reihen (18) und (19) 
sind bei Existenz der Bedingung J = convergent^). 

Das ist aber gerade der von Herrn Bruns behandelte Sonder- 
fall; seine transcendente Gleichung ist identisch mit unserer Deter- 
minante (32), deren Bildungsgesetz in die Äugen springt. Bezeichnen 
wir noch mit Jp eine Haupt- Unterdeterminante der transcendenteD 
Detei-minante J, so gilt fftr die Bildung der Jp die Gleichung: 

(16b) 4+1 = («+p(j,+l))4,_i!^p(p_l)j,_,. 

Gehen wir auf die Arbeit des Herrn Bruns noch näher ein und ent- 
wickeln wir die in (18) und (19) aufti'etenden Exponentialfunctionen 

e^" bez. e '" in Reihen, und multipliciren wir sie mit den dort 
stehenden Potenzreihen., setzen alsdann e'" für u ein, so entstehen 
zwei Reihen, deren jede unendlich viele positive und unendlich viele 
negative Potenzen hat. Die eine derselben hat nur positive, die 
andere wechselnde Vorzeichen. Daher wird 2,+2* eine gerade Func- 
tion und von der Form 

(36) s,+3'; = 2 "^" C.e^-^e''"- 



') Man beachte jedoch die viel allgemeinere hitegraldarsl eilung des }lerrn 
Fuchs in den Annali di Matematiea, Bd. 4, 1870 und die Arbeiten des Herrn 
Thome in Crelle's Journal. 

^ Dies ist eine nothwendige, aber bekanntlich noch nicht hinreichende Be- 
dingung. Sie scheint, letzteres hier nun doch ;iu seiu: siehe da,rübe\' ^ G. 
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Fünfter Tlieil. 


sein; hmgegon 






(37) 


s,— s'J 


= 2 "y" cu 



eine ungerade Function sein, in Uebereinstimmuiig mit den Arbeiten 
der Herren Bruns and Callandreau'). Leider ist es mir noch 
nicht gelungen, die Determinante A in einfacher Weise zn entwickeln, 
um so eine directe Vergleichung mit der Bedingiiogsgleichang vorau- 
nehmen, welche sich nach Hemi Bruns an die Integrale (36) und 
(37) knüpft, wofern diese für sich allein schon ein Fundamental- 
system bilden. Aber das geht unzweifelhaft hervor, dass die von 
Herrn Bruns aufgestellte Gleichung nicht als eine Bestimmungs- 
gleichung der in derselben vorkommenden Constante^) fi, welche 
sich nach unserer Methode direct gleich J ergiebt, gelten darf, sondern 
als eine Relation zwischen den Constanten der Differentialgleichung 
anzusehen ist, was wiederum ein Zeichen ist, dass mit der Ableitung 
der Integrale (36) und (37) dio allgemeine Integration der vorgeleg- 
ten Differentialgleichung noch nicht geleistet ist. Der Spocialfall ist 
im wesentlichen durch das Verschwinden des logarithmischen Elemen- 
tes aus den Integralen charakterisirt. 

Wie kam wohl Herr Bruns dazu, den Factor ^'" der Lösung 
zuKufiigen und {i als variabel anzunehmen? Er bemerkt, dass ein 
strenger Beweis dafür, z in der Form 

s= ^«^^<;os((Lii+f+((;.f+ai) 

anzusetzen, wie es Herr Lindstedt thut, fehlt und dass dieser Punkt 
nur für den Fall, wo fj, gleich Nuü gesetzt werden dai'f, seine Er- 

J) H. Bruns, Astron. Nachr. Nr. 3533, Bd, 106, S. 198. — Callandreau, 
Afitron. Naehr. Nr. 2541, Bd. 107, S. 34. Lindstedt, Ä. N. Nr. 2503, 1883. 
') Bei Herrn Bruns iieisst sie m; dass sie gleich -H-J iat, kommt daher, 

dass z = yoJ/ü = qpe^ ist. 2w bei uns ist gleich t bei Herrn Bruns, also 

j = '/'ofi*. Die Üifferontialgleichung lautet bei Herrn Bruns: 

und Herr Bruns setzt 
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lediguDg gefunden hat bei Heine, Handbuch der Ki^elfunctionen, 
2. AuH. Bd. 1. S. 404. — Nun ist aber in den Integralen (18) und 
(19) der Factor Yü unbedingt nothwentlig; fehlt er, so genügt der 
iibTig bleibende Ausdruct nicht der Differentia^leichung (1); sondern 
z. B. die von Heine gegebenen Reihen genügen der Gleichung 

und auch das nur, wenn die Bedingung (35) ^ = hinzugefügt 
wird. Fehlt sie, so handelt es sich um irr^uläre Integrale; formell 
können solche ja einer Differentialgleichung genügen; die Function 
in der Umgebung der aingulären Stelle darzustellen, sind sie nicht 
geeignet. Kann demnach auch das Ergebniss unserer Untersuchung 
als ein völlig befriedigendes nicht bezeichnet werden, so haben wir 
uns doch nicht gescheut die Schwierigkeiten, welche sich darbieten, 
die aber den andern verborgen blieben, klar vor Augen zu fuhren. 

§1- 

Wir special ish'on nun unsere Cntersuehung noch weiter und 
wenden sie auf die Bessel'sche Trans con deute an'). In Gleichung 
(6) setzen wir « ^ 0, -—r- = —1 , ^o geht horvort 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung setzt sieb wie bekannt 



./.(») = 



(39) 



2C2.+2) ^ 2.4(2r+2)(2,.+4) 



2.4.6(2r+2X2r+4)(2i'+6) ' 
ersten und ans 



^-'« = ^'W/7/^ 



(40) 



(»: 

2(2i.-2) ^ 'YÄW-iJCiv-^ 

^ 2.4.6{2i.— 2)(2»-4)(ai.-C) +" 



') Vergl. § 8, 11 u. Vi memev Prograramabbandlung lan Ostern 1 
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als dem «weiten partieulären Integral, vorausgesetzt das» v weder 
Null uoch eine ganze Zahl ist. Tritt dies aber ein, so vei'schwindeii 
in J-y(u) die ersten v Glieder und der oben hingeseliriebene Ausdruck 
(40) ist dann nur formell von ■}f(u) vorachieden. Vielmehr lautet 
a!scla]in das zweite particuläro Integral; 



(41) K,{u) = .h{u)\ogu+cn-^%{u% 




indem w = zu einer wesentlich aingularen Stelle wird. 
Füf das fernere merken wir die Umformung an: 




Y„u-) - «.« , \^lT ,, + (2+2») 21 -^ (2+2.) 

■"'l , (5+2»)(7+2.) ( 

1 ^ (2+2.)C4+2,) 


C«)= 

3! 



iiidiim die RoKiehungsgleichung 

bestellt, in welcher das obere Vorzeichen zu nehmen ist, sobald e'" ah- 
gesfindert wird, das untere, sobald dies mit e~*" geschieht. In der- 
selben Weise stellt sich J-^(u) folgendermassen dar: 

( ; M - c' «-V*^" (l^ ^ + ^^-^"^ -^ zn ^^-?'^ ^^ 
^40 v' \ "^ 1! ^ (2— 2i-) 2! ^ (2—2v) 3! 

, ( 5-2i^)(7-2i^) (m)^ _ \ 
[ -^ (2-2v)(4— S-v) 4! + 7 

Diese Entwickelungeu uispiun^ioh heigeleitet für die Umgebung dei 
Stelle M = ü gelten bekanntlich fui den ganzen cndhchen Bereu h 
der «-Ebene Das Gegenstuck deiselben bind die welche in dei 
Umgebung d(,i iiuendlidi feinen fetelle die Bes&el --Ghe Function 
definiren. 



Wir 


tüliteit 


tlaKU 










CO 






V 








in (6ii) 


Bin imcl 


ci'lialten ; 










(8 a) 




-^^- 


, dz 


+ 11- 


-■v'«' 


1^ 



Aus (18) und (19) leitfin wir daher die beiden particulüren Inle- 
graic ab: 
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(42) 



(«) 






Szil')(|=vXx=llf 

3! 



0"»') f ' ^ , tt-i:!)Cfc:i')_rJLY 

1! ^2.-^^ 21 ^2»'' 



2 

a-»')a-»')(¥-''') 



(^)"±-)- 



Die Functionen s, und s^ treten für v = bei Riemann, Theo- 
rie der Kobili'schen Farbenringe, anf; es sind semiconvei^ente Reihen, 
(Jenen Herr Stielt j es in seiner Doctortheae neuerdings eine ein- 
gehende TJntersuclmng hat zu Thoil werden lassen. Wir kommen 
zu bekannteren Formen, wenn wir mit Rücksicht auf die Ideutitätou: 

^fi^e^ und ^f^^ = e7~ 
den Ausdruck bilden: 

.-.-(V?)i-')--.'^y=i)(-')'' 

denn er fülirt zu der von Jacobi') ohne Beweis angegebenen, bei 
ganzaahligem r semieonvorgenten , Reihe für die Ressorsche 'frans- 
cendente: 

8k (» + (-1).^) 

(1— 4»')(9— 41'') (1— 4u'X9— 4 i'')(26— 4i.')(49— 4i'')_ | 
21(8«)" ~ ■ + 4!(8«)' "^ +■■■] 



(45) 



»(•+(^i)'t) 



r (l— ^v') _ (1— 4r^X9— 4rX^5- ~4r') 



Es ist uns also gelungen, diese Reihe direct aus der Differential- 
gleichung herzuleiten, was bisher wohl noch nicht geleistet ist; 
andererseits ist zu bemerken, dass Herr Lipschitz am Schluss einer 

^) Jacobi, Versuch einer Berechnung der grossen üngleicliheiten des Saturn 
nach einer strengen Entmiekelnng, Schumacber's Astronomisch© Nachricliten, 
Bd. 28, S. 94, 1849. 
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im 56. Bati(3e von Crelle's Journal enthaltenen Arbeit ubeu die 
Bessel'schen Functionen ein bestimmtes Integral angegeben hat, 
welches durch Ausführung der Integration die Reihe (45) liefert. 
Die Wichtigkeit der letzteren für die Berechnung von Jy{u) ist be- 
kannt aus Lommel's Theorie der Bessel'schen Functionen, den 
Hansen'schen und Meissel'schen Tafeln. Ihre Herleitung aus zwei 
ersten particulären Integralen zweier verschiedener Fundamental Systeme 
ist nicht ohne Interesse. Ebenso sind wir im Stande die zweiten 
particulären Integrale direct hinzuschreiben, sie lauton; 

+-2T(e-v')(j~«')«:+2se+»')y(-|;)' 

- :', ((t-"')(l— ■•0C¥->'')<+3»(({— '')"+4)-;i) (j.) ±-1 

4=<y-'{»;+^(a-.>;+«--^)(;) 

+■■-, (a-r-)ci-,')«;+2B-(i+,') -5-) (^y 
+ j, (a-»')(i- »■)(T~"')«'.+3«'(tt-~«')'+*) y) (g) '+ ■ ■■ 

§5. 
Zum Seliluss .stellen wir uns die Aufgabe, die Functionen s, und 
2^ aus (42) und (43) mit ./,(m) und ./_,(■«) in Beziehung zu setzen. 
Dazu bemerken wir zuerst, dass die «nter (39a), (40a), (42) und 
(43) gegebenen Reihen sich als Grenzfällo von hypei^eometrischen 
Reihen darstellen !as.sen und zwar in folgender Weise; 

(39a) ./^ {u)=c.„u'' e*'"irU+i.,f+i— m, l-l-2v,it2-^Jfiir)?7=oo; 

(40a) J^,{u)=c\u-'e^'"FU—v, \—v-~m, 1— 2r, ±2 — ) für •m=<x>-, 



(47) 
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(42) 7,=c' ^^^F (i-,, i+», m, ^) IUI m = =o; 

(43) »; = «" -^ F (i- r, 4+,., m, - -g"-) für m = oo. 

Wendet man nun eine yoü Herrn Kummer^ lierrähreüde Formel 
an, weiche lautet: 

■(«+1)W+ 1) »(a+l)(a+2)W +l)((i+2)^ 

*"•' -" /;((i-l) \ '^(<i-|!+l)l!^(ci-/i+l)(n~?+2)2! 

n{a^?-\ ) ( ßa> ßi ß+l>' 

U{a-V) '^ V ((i-(.+l)l! '^ (()-o+l}(,S-<<+2)2! ^ 
und setzt in dieselbe ein: 
(49) o = i+», () = i-r, ^ = :F2i«, 

so erhält man entweder: 



l„;t 



(50) 
oder 
(51) 






, , „,;^. -»(-1 + 2..) J_,(.).' 



- f..n!^> g(-i -2») M")'' 



, .,,,!_, «(-1+2.) J-.(.)." 



Hieraus erltennt man, dass s, und z^, da v keine ganze Zahl ist, im 
allgemeinen zwei von einander unabhängige particuläre Integrale von 
(6a) in der Umgebung der Stelle u^oo darstellen. Aber zwei 
Ausnahmefalle sind beachtenswerth. Auf den einen hat Herr Kummer 
bereits aufmerksam gemacht; er betrifft die Möglichkeit, dass v die 
Hälfte einer ungeraden Zahl, also « bez. ß eine ganze negative Zahl, 

ist. Alsdann nimmt -v ■ - ~ oder —i^ — ;— — ^ die unbe- 

n(_—i—v) Bi—^+v) 

stimmte Form ■-— an. Für diesen Fall bedarf man der Formel (48) 
OD ^ ^ 

nicht, indem z, und z] nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern 

') Kummer, Ueber die hypergeometrische Reibe. Crelle's Journal, 1835, 
Bd. 15, S. 138—141, ia^besondere Foimel (9). 
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a und die Integrale von (6 a) auch in der Umgebung von w = 
in geschlossener Form darstellbar sind. 

Zweitens kann aber auch v selbst ganzzablig oder Nnll, demnach 
Jl( — 1 — 2i')^oo sein. Die Darstellung von s^ und s* durch Jt(m) 
und J^y(u) vermittelst (48) wii'd dann illusorisch. Dies rührt daher, 
dass die Reihe (40) für solche Werthe des v durch Ky{ii) aus (41) 
zu ersetzen und die Formel (48) einer Umformung vermittelst des 
Borchardt'schen Grenzprocoases (Grelle Bd 57) zu unterwerfen 
ist. Die Worte „die semiconvergente Eeihe auf dei linken Seite von 
(48) kann durch zwei, immer convergirende ReihfQ ausgfdimkt (\ erdeu" 
(Kummer, 1. c. 8. 140), erhalten dahm eine Eigmzung, ilass die 
semiconvergente Reihe, die ihrem Werthe nach unendlich gioss ist, 
zwar formell durch zwei endliche Grössen dtirgeitellt wud, doch ist 
einer der Coefficienten, womit jede behaltet i*-!, uneutllich «loss. — 

§6. 

Fragen wir nun noch, welche Gestalt die Determinanteu- Gleichung 
(35) J = hat, so ergiebt sich aus (32), wenn wir dort a = 
setzen, der Satz: Die Bessel'sche Transcendento ist dann und 
nur dann ein geschlossenes Normalintegral, wenn 

(52) n^{n+p(p+i-))^o 

ist. Nun ist aber für a ;= die Grösse n gloich -} — v"', d. h. nur 
die Bessel'schen Functionen, deren Index die Hälfte einer 
ungeraden Zahl ist, sind geschlossene Normalintegrale. Die 
für die mathematische Physik viel wichtigeren Bessei'schen 
Transcendenten mit ganzzahligem Index sind Normalinte- 
grale mit divergenter Reihenentwickelung, und darin liegt die Auf- 
fordeiTing auch die Functionen des elliptischen und des parabolischen 
Cylinders nicht bloss auf geschlossene Normalintegrale, sondern nach 
jeder Richtung hin zu erforschen. Aus dem Bildungsgesetz der 
Potenzreihe (17) ist zu ersehen, dass dieselbe nicht abbricht, auch 
wenn irgend ein Coefficient der Reihe vei-schwindet. Hierin liegt 
eben der grosse Unterschied zwischen den Functionen des elliptischen 
Cylinders für z* = einerseits und den eben ei-wähnten geschlossenen 
Bessel'schen Normalintegralen und den Normalintegralen der Func- 
tionen des parabolischen Cylinders andevei^seits. 
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Die vorstehenden in den Paragraphen 1—5 enthaltenen Entwicke- 
lungen wurden bereits Ostern 1887 im wesentlichen in dereelben Form 
Prof, Kroaecker vorgelegt. Sie stellen sich dar als eine Vertiefung 
der Arbeit des HeiTn Bruns und der Abhandlung des Herrn Cayley, 
die im 100. Bande des Journals für Mathematik enthalten ist und 
sich mit der Differentialgleichung 

A _i«,ß,r 



dx^ 



heH/ 



Der Weg, auf dem wir zu unseren Resultaten gelangt 
sind, ist identisch mit dem von Herrn H. A. Schwarz in seiner be- 
kannten Abhandlung über die hypergeometrische Reihe (Orelle's 
Journal, Bd. 75) eingeschlagenen; denselben haben wir auch in der 
Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der Functionen des para- 
bolischen Cylinders" verfolgt, wo es sich um die Differentialgleichung 

.^s" V 48* is' 16 sV^ 
handelt und die im Januar 1888 im 33, Jahrgang von Schlömilch's 
Zeitschrift für Mathematik und Physik erschienen ist. Mannigfache 
Berührungspunkte mit derselben hat die Arbeit des Herrn Ham- 
burger „Ueber eine specielle Klasse linearer Differentialgleichungen", 
die im 103. Bande von Crelle's Journal im Juli bez. September 1888 
publicirt ist. Dieselbe stellt sich in ihrem ei-sten Theile als eine Po- 
lemik gegen die oben genannte Arbeit des Herrn Cayley dar; sie 
sucht die geschlossenen Normalintcgralc der Gleichung 

die sich von unserer Differentialgleichung der Functionen des parabo- 
lischen Cylinders nur wenig unterscheidet, und offenbart einen von dem 
unsrigen principiell verschiedenen Standpunkt. Na^b Herrn Ham- 
burger haben nur die Normalintegi-ale mit geschlossener Potenzreihe 
eine Existenzberechtigung, und in diesem Sinne gi-eifen er und nach 
ihm Günther Herrn Cayley an. Wäre dem so, dann könnte man 
die Untersuchungen über die semiconvergenten Entwickelungen der 
Bessel'schen Transcendente, an die sich die Namen der berühm- 
testen Mathematiker knüpfen, ich brauche nui" Poisson, Jacobi, 
Kummer und Lipschlt?. zu nennen, unterdrücken, wie es §4 und 5 
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soeben deutlich gezeigt haben. Herr ITaraburgor stützt sich in seiner 
Polemilc auf Sätze der HoiTen Weierstraas und L. Fuchs (Berliner 
Akademie, 11. März 1886), und doch finde ich in denselben nichts, 
was den divergenten Entwickelungen ihr Bürgerrecht in der Analyais 
raubt. Aus der Thatsache, dass die Gleichung 

für X = — in die andere mit regulärer TJuendliclrlteitsstelle 

Übergeht, construirt HeiT Hamburger eine ganze Classe von „li- 
nearen DÜYerentialgleichongen, deren Integrale nur einen singulären 
Punkt im Endlichen besitzen und im Unendlichen sich regulär ver- 
halten" und die er definirt durch die Gleichung: 



(53) 



tte" \. X X ) CM" '■ 

-i4- -^^+ -%-■+■■■-/ -i-U,4 — --^-\ 

X x' ) OiB \ XX 

(Gleichung 23) bei Herrn Hamburger) 
1 . 



welche ganz allgemein für 



(54) 



dt' 



--ir-t^'-^(A^-hB,t-hC,t''- 



(Gleichung 20) bei Herrn Hamburger) 

iibergefien soll, und die nach ihm nur dann Integrale besitzt, wenn 
dieselben Thome'sche Normalintegrale mit geschlossener Potenz- 
reihe sind. 

Nun lägst sich offenbar unsere Gleichung (6a): 
u'z"-^uz'-{'\u^—v^\z ^ 
unter (54) subsumiren; setzen wir in (6 a) die neue Variable i> = — 
ein, 80 geht 

,dz 
dv 



'•) •'■*i+'''*+ci— ■»> = 
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hervor, die ein specieller Fall von (53) ist und geschlossene Thome- 
sche Normal integrale besitzt, wenn die Bedingung (52) erfüllt ist. 
Aber die durch GleichuDg (6) definirte Function des elliptischen Cy- 
linders, die sich auch als ein Sonderfall von (53) darstellt, geht für 

ti =; — niemals in (54), sondern in sich selbst für ß ;:= ^ = 1 über. 



Gleichung (6) hat nun Integrale auf Grund des Convergenzbt 
des HeriTi Bruns, wenn nur die Bediugungagleichung (35) /) ^^ 
erfüllt ist, ohne dass doch die Integrale sich als Thome'sche Normal- 
integralo mit geschlossenen Potenzreihen darstellen. Wir vermissen 
bei Herrn Hamburger das Merkmal, das diese beiden Fälle der 
Gleichung (53) von einander scheidet. Kurz unsere Methode, wenn 
auch nur erläutert an den Differentialgleichungen der Functionen des 
elliptischen, des parabolischen und des Kreiscylinders, ist kräftig 
genug, um ein helles Schlaglicht auf die Arbeiten von Bruns 
(A. N. 2533 und 2553), Callandrea« (A. N. 2547), Heine, Cayley 
(Crelle's Journal, Bd. 100), Hamburger (Crelle's Journal, Bd. 103), 
Günther (Crelle's Journal, Bd. 105 und 107) zu werfen; sie mahnt 
zur Vorsicht bei Verallgemeinerungen auf diesem schwierigen Ge- 
biete. — Verstehen wir unter einem normalen Elementarintegral mit 
Herrn Thorue den Ausdruck 

(*-«)^rx(*^«), wo «; = ic^„(^«)- and x{^~a) = i<^-«)" 

(Crelle's Journal, Bd. 95, 1883, S. 75), so können zwei Hauptfälle 
unterschieden werden. 1) x(^^^) ist divergent; 2) x(^—'^) ist con- 
vergent; TJnterfall a): Die Convergenz der unendlichen Reihe wird 
durch die Bedingung J = veiTQittelt; der Bruns'sche Fall. TJnter- 
fall ß): Die Bedingung J = macht /(«— ß) zu einem geschlos- 
senen Ausdruck. Dies ist der Hamburger'sche Fall; die Möglichkeit 
für sein Eintreten könnte vielleicht noch schärfer charakt«risirt worden. 
Der zweite Hauptfall kann aus dem ersten dadurch abgeleitet werden, 
dass man sagt die irregulären Integrale haben durch die Bedingung 
J = ihren bgarithmischen Charakter verloren; es ist also ganz 
iualog wie bei den regulären Integralen mit logarithmischer Unstetig- 
keit (z B der Lame-Wangerin'schen Function), welche, wenn der 
Coefficient des T jgarithinus verschwindet, zu Integralen mit aussor- 
weseatbch smguUrer Stelle herabsinken, im besonderen aber alge- 
braische Inte^r^le sein können. Ist in der obigen Definition (les 
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Herrn Thome der Exponent w gleich Kuli, so handelt es sich um 
ein reguläres Elementarintegral. Offenbar tritt dies in (16) und (J9) 
für A = oder für a = ein. h = bedeutet, der Gleichung (1) 
genügt die ExponentJalfunction; a = führt auf die schon bespro- 
chenen regulären Besael'schen Functionen. — Zum Schluss möchtea 
wir noch darauf aufmerksam machen, dass die Function des ellip- 
tischen Gylinders durch die Zahl ihrer Singularitäten durchaus nicht 
charakterisirt werden kann. Wir wiederholen, die Gleichung 

geht durch die Substitutionen 

(3) ^ = «' 
Über in 

(4) 4.C«(i-».-.)-£!- +2W~-2™.^-|,-C/.-»-.> = 0. 

Die sing ulären Stellen x = und «=--'^- sind auaserwesentlich 
singulär. 

Wir setzen 

(&5) . = i 

und erhalten 
(56) 4:s\aßs — m'')-^+2s\Zaßs^2m^)^-(k'-~vh)zr=0; 

die unendlich ferne Stelle ist wesentlich singulär, sie ist eine 
Stelle der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung. 
Führen wir aber in (1) die Unabhängige 
(5) u = e""^' 

ein, so ergiebt dies 



(«) »'-£-+»■:»- [tstW»'-")-' 



= 0. 



Die Stelle ^^ = ist wesentlich singulär, sie ist eine Stelle der 
Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung. Denselben 
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Charakter hat die anendlich ferne Stelle, wie oben die Glei- 
chungen (7) und (8) ergaben, indem (8) aus (6) durch Vertauschen 
von a und ß hervorgeht. Es hat sich also die wesentlich siügulüro 
Stelle in zwei gespalten; die zwei ausserw es entlich singulären sind 
völlig verschwunden, obschoii sich jede von ihnen ebenfalls in zwei 
zerlegt hat, os sind die vier auf einem Kreise liegenden Punkte 

M^l/--ö-- Die Constanten a und rf sind willkürlich; in die durch 
f ß 

sie definirten Poukte kann man die sin^uUien Stellen m ^ und 

M ^ oo verlegen. Man aubstituire dazu 

(57) '• = ^, 'l-l'- « = 7±f. 

SO geht (6) über in 

((<■+.)' (?+.)' ^} +(«+f)'C(!+t)'(«+(i+2r) -^ 

Die Stellen t,^ — « und % =. — ß sind wesentlich singulär; es 
ist jetzt eine neue ausserwescntlich singulare Stelle t = oo 

entstanden, donn .setzt man r = — , so ergiebt sich: 

(C»+1)'(|J«+1)' -S +(«»+I)'Cfi»+l)'(2«(<»+<'+ffl -f; 



(58) 



(59) 



VAm* 



Die Gleichungen (58) und (59) bilden also geradezu ein Gegenstück 
zu (4) und (56). Zu bemerken ist, dass für die Bessel'sche Trans- 
cendente, wo a = ist, sich drei singulare Stellen ei^eben, nämlich 
7r:^0 und *: = oo, in deren Umgebung die Integrale regulär, und 
r=: — ß, in deren Umgebung sie iiTegulär sind. 



§■■ 

Wir führten oben ati, dass Herr Hamburger sich in seinen kriti- 
schen Bemerkungen über die Arbeit des Herrn Cayley auf die Abhand- 
lung des Herrn Fuchs beruft: „Ueber die Werthe, welche die Integrale 
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einer Differentialgleichung erster Ordonng in aingdären Punkten an- 
nehmen können" (Berliner Akademie, 11, März 1886). Wir wollen im 
AnschluKS an diese fundamentale Arbeit eine Lücke ausfüllen, die sieh 
im vierten Theile vorfindet, wo wir über Cylinderfunctionen hö- 
herer Ordnung nur wenig beigebracht haben, und wollen daneben 
einer Frage näher treten, die Herr Fuchs im § 4 seiner Abhand- 
lung aufwirft und in impliciter Form beantwortet, dabei sehr treffend 
seine froheren Untersuchungen im Journal Bd. 66 und 68 vei'werthend, 
wann sind die Integrale emti Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit irregulären Integialen regulär? Wir hatten im vierten Tbeüe 
das vollständige Integral der Differentialgleichung 

(I) 9>C0 ff +^9''W-s- +*W» = ° 

eine Lame'sche Function (s — 1)'"' Ordnung genannt, wenn 

(60) y(^) = 4(*»+ö,^»-'-l baO 

ist. Sobald die Gleichung y(ij') = mindestens eine Doppelwurzel 
besitzt, hatten wir y als eine Laplace'sche Function bezeichnet. 
Wenn aber qi(w) = mindestens eine dreifache oder mehrfache 
Wurzel besitzt, so soll y eine Cylinderfunction (s — 1)'" Ord- 
nung heissen; y hat alsdann in der Umgebung mind^tens eines der 
singulären Punkte irreguläre Integrale; danach sind die Functionen 
des Kreiscylinders die einzigen Cylinderfunctionen zweiter Ordnung, 
die Functionen des parabolischen und des elliptischen Cyliuders Re- 
präsentanten von Cylinderfunctionen dritter Ordnung. Offenbar kann 
die Gleichung (I), wenn sie eine Cylinderfunction definirt, durch 
geeignete Transformationen auf die Form gebracht worden: 

ai) ^"'4?- = -SWS. 

wo S >- 1 und H eine ganze rationale Function von z ist. 

Auf eine solche Gleichung werden wir aber von selbst geführt, 
wenn wir mit Herr Fuchs die Dilferentialgleichung erster Ordnung 

(61) ^'i"^ Po+P,y -^p'.y" 

betrachten , wo A >• 1 und p^, p^, p^ in der Umgebung von s = 
eindeutige und continuirliche Functionen bedeuten. Wir fragen uns, 
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wann sind die Integrale von (61) für s = nicht unbestimmt^), 
also nicht irregulär? Dazu substitutre raait in (61) 

(62) '=-?;-■ 

so folgt 

Weiter werde gesetzt 
(64) ,_«,+ .(_! 



dz j 



so genügt w der Differontialgleicliung: 

(65) -~-^+^c _-™^^— +jr„G, 

wo F ein Ausdruck ist, in welchem die negativen Potenzen von z 
niedriger als von der 2A"" Ordnung sind. Die Functionen p^, p, 
und jjj dürfen nun eine Potenz von e nicht gleichzeitig als Factor 
besitzen, weil sonst (61) durch denselben teilbar wäre; dieselben sollen 
in der Umgebung von z = Q nach der von Herrn Fuchs gemachten 
Toraussetzung eindeutig und continuirlich sein, also kann man setzen 

(66) Po = ^ «i^'i P,= ^ bi!^, Pj = 2 CiZ\ 

wo mindestens einer der Exponenten r, s, t gleich Null sein muas. 
Da nun p\ — 4j3|,Pa ^^'^ ^^^ lineare Transformation y = — ■ . eine 
absolute Invariante ist, so versagt das von Herrn Fuchs für (61) 
empfohlene Mittel, durch diese Transformation die Grossen r, s, t 
in (61) gleichzeitig zum Verschwinden zu bringen, später bei (65) 
seinen' Dienst und es muss in eine Untersuchung der verschiedenen 
möglichen Fälle eingetreten werden. 
I.Fall. r = 0, 8=0, ( = 0. 



(67) 



1 d^t 

5 dz' '' 



') Das folgenile ivar Gegenstand einer brieflichen Mittheilung an Herrn 
L. Fuchs am 17. Februar 1890. 
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Diese Gleichung schliesst aber die Cyliiiderfunctionen joder 
Ordnung in sich ein. 

Sei ij der Quotient zweier particuliiren Integrale dieser Gleichung, 
so genügt jj der Kummer'aclieQ Differentialgleichung driiter Ordnung: 

Man setze 

was aber nur gestattet ist, wenn die höchste negative Potenz in (68) 
von gerader Ordnung, andernfalls muss .dies erst durch eine Trans- 
formation erreicht worden, wie sich in Fall 6) zeigen wird, so ist 

daher 

(70) _-2ff = -l-^ — .., 
d.h. 

(71) ri_, = ±yj;~4o,c,, II. s. w. 
Demnach 



-1^ 



(t— l)j^l (t-2)äi--^' 



.PC4 



Von der Stelle z==(} wollen wir sagen, sie sei eine (/i:^l)-iQal au 
zahlende Stelle der Unbestimmtheit für --,'-, und zwar ver- 

zweigt sich -~- an ihr in bestimmter Weise, llöi-t z^=a auf, eine 
Stelle der Unbeatimmtheit für —^ zu sein, so gilt dies auch für i], 
daher auch für | und endlich für y und umgekehi't, wenn der Punkt 
s = es nicht für y ist, so ist er es ancli nicht für —=^- Der 
Piinlvt z ^ ist aber nicht mtJu' eine Stolle dor Unbestimmtheit, 
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wenn 

(73) a-i = 0, ß-it+i = 0, . . ., a_3 = 

sind. Dio von Herrn Puchs ermittelte Bedingung k-i^^= ist daher 
die erste von den (k — 1) notwendigen Beclingungsgleichungen ; dio 
Anfstellung der ferneren hat keine Schwioriglteitßn. Man findet mit 
leichter Muhe: 

und allgemein: 
(in) '^'(^A-j-iajCi ^j) = 0. •=«. 1. 2 k-s 

2. Fall. r = 0,t = 0. 

Alsdann mössto, wie aus (III) folgt, a^c„ ^0 sein; dies wider- 
spricht unsorer Annahme, also masa y fnr s =^ stets unbestimmt 
bleiben. 

3. Fall, r = 0, 8 = 0. 

Es gilt das für Fall 2) gesagte, da 6„ dann Null sein müsste, 
was der Toraussetzung widerspricht. 

4. Fall, s = 0, t=0. Wie Fall 3). 

5. Fall. 3 = 0. Wie Fall 3). 

6. Fall, r ^:= 0. p\ und p^ haben eine Potenz von s als ge- 
meinsamen Factor. 

Unterfall a). Sei diese Potenz eine gerade, z. B. z^'", wo natür- 
lich m<;S, so ist die höchste negative Potenz die 2(k — m)". Die 
Bedingungen (lil) bleihon bestehen, nur ist statt k stets (k — m) zu 
lesen. 

Unterfall |S). Sei diese Potenz eine imgerado, z.B. =^"'"', als- 
dann lautet (65) 

(65a) '^+«- = 4riit+f=S, 

WO p, ^ 2*"?^, pa = 2^"'~"^p3 gesetzt ist. 

Die ungerade Potenz im Nenner von (65a) gestattet nicht, eine 
Reihe für g anzunehmen. Man gehe zurück zu (61), so ist 

(61a) 3*-J- = p,+2'»ft;/H-s2'^'p,y'. 
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Maa sTibstituire s = u', so folgt, 

(74) u^'-^-^ = 2p,-^2u^'"p,y-{-2u 
setzt man jetzt 

(75) ;/ = -l-.''-^-», 
so ergiebt sich 



(63 a) 






[__ 2i^— 4 -OT+l 2p, 



du 



also eine DifferentialgleichuDg von genau derselben Form wie (63). 
Der Uebergatig zu w lässt sofort erkennen, dass z ^ stets eine 
Stelle der Unbestimmtheit ist. 

7. FaH. t = Ü. 

"Ünterfali a). p] und p^ haben einen Factor, der eine gerade 
Potenz von z ist. Die Verhältnisse liegen wie in Fall 6), Untorfali a). 

Unterfall ß). p\ und p„ haben einen Factor, der eine ungerade 
Potenz von z ist. Es sei p^ = s^"'~Vo ' P\ ^^ ^^Pi i ^^ lautet (61): 

(61b) ^''"j ~ 2^"'"'Po+s*";Ji+Ps?/^- 

Für 2 = m' als Unabhängige entsteht; 



Macht man )/ = — -s"— v, so geht hervor: 



d« 4p„p r 2ft (2A-1) 2rflogp. ] 

Wenn nun " = «' H- — sits^t -^^"s — ^-1 ^^) substituirt 

wird, so gelangt man zu 

(65b) -1- +» = 0^"-^ +-^ ■ 

Hierauf ist Fall 2) anzuwenden, also ist der Punkt s = für y stets 
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eine Stelle der Unbestimmtheit. Das von Herrn Fuolis iß §4 Giei- 
chung (16) gegebene Beispiel ist hier anzuführen: 

(76) 2>-|- = (S«+.+«j'. 

Es ist pj = 0, wi ^ 1, pii = ß, p^ ^^ a. Daher entsteht 

(63« *+„. = -i^-St«,. 

' du u" ' M 

Es ist klar, dass ?/ für s = unbestimmt bleibt, so lange a und ß 
Yön Null verschieden sind, was mit der Deduction des Herrn Fuchs 
in voller Hebe reinstimm ung ist.') 

Damit ist die von Herrn Fuchs in impliciter Form beantwortete 
Frage in explioiter Weise erledigt. Jedes Mal wenn für die 
Gleichung (67) die Bedingungen (HI) erfüllt sind, hört ^ 
auf eine Cylinderfunction zu sein. Knüpfen wir aber an (72) an, 
so erkennen wir, dass wegen des doppelten Vorzeichens von a_* sich 

zwei Werthe für —J- ergeben. Demnach ergeben sicl) auch zwei 

Werthe für ij und wir erhalten also wie früher zwei vensehicdeiie 
Systeme von Lösungen: 






Im allgemeinen sind die Integrale also irregulär, und die 
darin auftretenden Potenzreihen sind divergent, Herr Fuchs 
hat nur die Form der Integrale festgestellt, über die Existenz 
derselben jedoch nichts ausgesagt. Es tritt also das, was im 
§ 6 über die Eintheilung dei^selben beigebracht worden, hier in Kraft. 
Aus alledem geht hervor, dass eine Cylinderfunction höherer Ordnung 
stets durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung definirt ist, 
welche mindestens eine wesentlich singulare Stelle vom Charakter 



1) Druckfehler der Abhandlung: L.Fuchs, Ueber die Werthe u. s. 
J) S. 12 (290), Gleichung (8): -^^ statt S^ 
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eines PuQfetes der Unbestimmtheit mit bestimmter Verzweigung be- 
sitzt; in der Umgebung dieses Punttes ist die Function durch Reihen 
im allgemeinen niclit darstellbar, aber der Form nach lassen sich die 
Integi'ale als Thome'sche Normalintegrale, and zwar in zweifacher 
Weise, angeben. I)ie Entwicltelung dieser Normalintegrale 
erscheint mit Röcksicht auf die schon vorhandenen Untersuchungen 
über die aemiconva'genten Reihen für die Bessel'schen Transcenden- 
ten und die allgemeinen Untersuchungen des Herrn Stieltjes in 
seiner Doctorthese über divergente Reihen als durchaus noth- 
wendig; der enge Rahmen, in welchen Herr Hamburger diese 
Fragen glaubte spannen zu müssen, ist nicht geeignet irgend einen 
Fortschritt auf diesem schwierigen Gebiete anzubahnen. — Wir wieder- 
holen: Heine's Definition der Kugelfunctionen höherer Ord- 
nung kann als solche nicht gelten, denn die daraus von Herrn 
Olbricht') abgeleitete Differentialgleichung der Cylinder- 
functionen höherer Ordnung 

ist nicht einmal im Stande die im Handbuch selbst auf- 
tretenden Cylinderfunctionen dritter Ordnung (p =^ 3), nUm- 
Uch die Functionen des parabolischen, des elliptischen Cylinders und 
die im sechsten Theile von uns behandelte Heine'sche Function mit 
dem Grenzfall der hyper-Bessel'schen Transcendente, zu definiren. 



Wir kehren noch einmal zu den einleitenden W^orten des § 1 
zurück. 

Die Differentialgleichung des Potentials J F = lässt sich bei 
Körpern, begrenzt von C \ lindu fl tchen zweiten tnides und den aus 
diesen durch die Transfoimition mittels leciprokei Radien entstehen- 
den auf gewöhnliche Diffeicntialgloichungen reduciieu 

Der Beweis ist leicht zu fuhicn 

Wird die Fläche F{iy~) == viiii \nfaa^^punl t dei Co rdinaten 



') E. Olbrieh t, Studien uWi die Kugel mä OyhndeifunUiuneii Not» Acta 
der Kaiser!. Leopold. -Oarohn Deuts heu \kaiemie dei N-iturtorscher Bd. 52, 1. 
Halle 1887. 
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aus durch reciprolie Radien abgebildet, so ist ku setzen: 

c ^ const. und »■,ß = c', wenn 

ist. Der Ausdruck ^V, auf krummlinige orthogonale Coordinaten 
transformirt, ergiebt nach Lame (Le^ons sur les coordinees cui-vilignes, 
S. 22, Paris 1859): 

Ö'F Ö'F a^F , , ,\h,h'dQ, K^"9q, KK'^qA 

ä-T+ä-T+^-T =K-K-K\ J- -^-^ 1 J— £i^ 3^?_^ . 

öx ay^ öS 1 ü 3 ^ ^g^ ^p^ ^g^ j 

Setzt man nun p, = S, ^2 = »^i Ps = ^ "'^'i folglicb h^ = /t^ = h, = ^, 
so ist: 

c dV 
Führt man in die runden Klammern statt ~ ■ -t^ das ihm gleiche 

■^A — V\—cV—~- und die analogen Ausdrücke ein und bedenkt, 
dass A — = ist, so folgt: 

Ist demnach die linke Seite gleich 0, so ist es auch die Klammer 
auf der rechten Seite, d. h.: ist die Reduction der Potentialgleichung 
auf gewöhnliche DHFerentiatgleichui^en für einen Körper, begrenzt 
von einer Cylinderfläche zweiten Grades mit der Gleichung F{xy£) = 0, 
gelungen und ist das Potential V(xyz), so gelingt sie auch für den 
von der inversen Fläche begrenzten Körper: 

und das Potential iat: 
(82^ - vi -l '''• "'-^ "\ . 
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Fünfter Theil. 




Dem geraden elliptischen Cylmder: 






f , 2' 






c\c.mHu ' cXco^Hu- 


-1) 


entspricht 


demnacli die Fläche: 






e-+,'+cT -„,!.,„ + 


Tri 



-»' 

■welche die Einhüllende aller Kugeln ist, deren Mittelpunkte auf der 
Ellipse 4(;'cos°«M.i/'4-4c^(cos'jM— -1)^^ = 1 liegen und deren Ober- 
flächen durch den Mittelpunkt dieser Ellipse gehen (Schlömilch, 
TJebui^sbuch, I, § 26 Aufg. 5). 

Dem geraden hyperbolischen Cylinder: 

ist beigeordnet die Fläche: 

welche in ähnlicher Weise erzeugt werden kann; dem geraden para- 
bolischen Cylinder: 

entspricht die Fläche: 

(Programmabhandlung des Herrn Karl Eaer, Die Function des para- 
bolischen Cylinders, Cüstiia 1883): endlich dem Kreiscy linder ; 

entspricht der Ki'eiswulst: 

Offenbar gehören die soeben angegebenen Flächen zu den Cycliden. 
Statt daher die Gleichung (1) djrect herzuleiten, wie es in meiner 
Progi^amm-Äbhandlung vom Kealgymnaaium zu Duisburg, Ostern 1886, 
geschah, kann man dieselbe auch als speeieilen Fall der von Herrn 
Wangerin^) aufgestellten Differentialgleichung der Gyclidenfunction 

') Wangerin, Deber ein dreifach orthogonales riächen System , gebildet 
aus gewissen Flüchen vierter Ordnung. Crelle's Journal, Bd. 82, 1877. 
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betrachten und versuchen, sie aus der allgemeineren Gleichung her- 
zuleiten. Herr Waugerin betrachtet das dreifach orthogonale System 
symmetrischer Cyclidcn: 

61,-4X1" , cL—iD' , „, 

, , , ,,, al— 47)' , 6J,— 4D" , cl— 4i)" , „, 

X, >- — c > ^2 :?^ — b >- Aj >> — a, 

und zeigt, dass die ReJuction der Poteatialgleichung für Körper, welche 
von derartigen Cycliden begrenzt werden, auf die Differentialgleichung 

(84) /(;o5 +^/'(^)-^ -^.i(^:>i^-3av^ci+c'), = o, 

y^ßnn /(l) = 4(_X + a)ß+bXX-]-':Xr+4:/)'), a = a-\-!>+c ist, 
führt. Setzt man 

(85) T=X„ bez. Aj, bez. Aj; — aj statt «, — «^ statt &, —a^ statt <;, 
80 kann man (83) zusammenfassen zu 

(83a) {a?+y'+zy '^_^ ^'— '^_^ y' \_^ z' = ~D-' 

Für D'' = oo stellt (83a) ein System or-thogonaler Flächen zweiten 
Grades mit Mittelpunkt dar; nämlich 

(86) j£L + _^ + _*!!_ = i. 

Die zugehörige Gleichung (84) lautet: 

(8') <pw5-+i9>'W-|+K6»+6')» = 0, 

■wenn gilju) ^i(T — a^)(r — a^)(T — «j) ist. 

Offenbar ist dies die Lame'sche Gleichung; aber es ist zu 



, dass -^ ganz willkürlich ist; es ohne weiteres mit n(n-+-l) . 

zu identificiren, ist unstatthaft, obgleich es oft geschieht. 
Nehmen wir an, D sei gleich Null, so heisst (83a) 

(88) (^^•+y'+zy^-^^--^s^y--^-SL^z' = 0; 
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in dieser Gleichung sind die Inveraen von drei der oben genannten 
Cylinder enthalten. Die zugehörige gewohnliche Differentialgleichung 
heiast; 

(89) '/'W2-+^'/''W J-+i(5A^-3aA^+a+6"> = 0, 

wo V'W = 4.'(^-«,)C^-«,)Cr--a,) ist. 

Wir transformiren (88) durch reciproke Uadien und erhalten: 

(88a) ^z^-^ + ^^^ + ^^-^'-^l' 

welche Gleichung wiederum ein orthogonales System confocaler Flachen 
zweiten Grades darstellt. Es ist aber aus (80) ersichtlich, dass, wenn 
JV^=0 ist, die Gleichung (84) sich bei einer Transformation durch 
reciproke Radien nicht ändert, demnach muss zwischen (87) und (89) 
eine Beziehung stattfinden. Nun geht (88 a) durch die Substitutioaen 



(90) 




''=^-v- * = — ^ 




über ia 








(88b) 




.-0, ^ i-n, S-«, 




also in 


eine 


Gleichung von genau derselben Form wie (80). 


Demnach 


haben wir i 


n(89) 





(91) .-=-- 

dz 
und, damit der Coelficieat von —r- auch die halbe Ableitung dcs- 

. . d^s 

Jenigon von —j--.^ werde, 



i setzen. Dadurch entsteht; 



y +i((^"H-«,S«»)s-H«,a,+«,«,+S«3-C)i/ = 

und diese Gleichung definirt offenbar wieder eine Lame'sche Function 
zweiter Ordnung. Wurden wir durch «,«2«^ dividircn, so erhielten 
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wir die Differeßtulgleichung m doi algebraischua Normdlfoim Wir 
dürfen dies abei nicht thun, denn \Mr müssen m (HSi) a, = oder 
in (88b) et, = co '.et/tu um diübo fileichun^en mit doneu dp-> ellip- 
tischen Cylinders identivh zu maiheii luhrtn wn ^uitist in (93) 
(94) ^ = «,s-l 

ein, so ei^ebt dies 

4»(<.-«,+«,»)(«.-a,+<..»)-g- 
(96) +2[3o,«.«-+2(2..a.-<.,«,--a,a,>+(«,-a,)(a.-a,)]-^ 
+1 [(",!».+ J^)«'+^'-C+2o.o,+ i>,K+<t,)]j = 0. 

Für «,=0, -<.,(«.-«,) = .;?, «.<..=«.' 

geht (95) sofort in die Differentialgleichung (4) der Func- 
tionen des elliptischen Cy linders über. Nach den Unter- 
suchungen des vierten Theiles ist die Integration von (95) nach den 

Methoden Hermite's nur möglich, wenn ^(«,«5+— ) proportional 
mit «löj ist. Da hier o, ^ sein muss, so müsste auch C =0 
sein; dann stellt aber (4) die Exponentialfunction vor. Demnach 
ist die IntegratioDsmethode Hermite's nicht anwendbar 
auf die Differentialgleichung der Functionen des ellipti- 
schen Cylinders; das Product zweier particulären Integrale von 
(4) ist niemals eine ganze Function, wie bei der Lame'schen Glei- 
chung (95), wenn dort -H«|a3+— 1 gleich n(n-[-l)a,ja,_ oder gleich 
(2f+l)(2v+3) ^^^^ 1^^^ obgleich (4) ein Grcnzfall von (95) ist. 

Um diesen Grenzfall genauer zu beschreiben, nehmen wir an, ^ sei 
eine Function einer neuen Unabhängigen w, definirt durch 

so geht (95) über ia 



(97) 






)-«,C«,+«.)J, 

9* 
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Setzen wir jetzt «, = 0, so muss (97) sich in (1) verwandeln, oder 
mindestens iu dio Gloicliung 



(la) 






d. li. ce muss eine solche elliptische Function von w sein, dio für 

(jj = in (--— i"^ — -) übergeht. Nun genügen nach der Weier- 

strass-Schwarz'schen Formelsammluvig S. 29 der Gleichung (96) 
die zwölf Quadrate von Woicrstrass'schen tf- Quotienten ; 



ist. Dann ist aber 






-*(.- 


(99) 


-^(.^ 




"^^(-^ 


Inr o, = 0, wird 


(100) 


«1 = 



d. h. die gesuclite elliptisciio Fnnction muss so beschaffen sein, dass 
für ex^ßfi, oder für den Modul k gleich Null oder Eins, sie selbst 



'(-^^^^ 



übergeht. Nun ist sinam(iM, U) = jtgani(M, k'). 



muss ■1! = — tg'am(w, Ä) sein, denn 

sin(«M, 1) = itgam(M, 0) = 

Wahrend also Herr Uermite von der Gleichii 
■y-~- = [«(raH-ljfr, sm'amiü- 



-'']* 
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ausging, welche für « =; sia^amw übergeht in 

,w = «(i^«.)(i-t',..), 

und für k^ ^ 1 die Differentialgleichung der zugeordneten Kugel- 
fanctionen daretellt, so haben wir es im wesentlichen ku thun mit 

(101) -g-+[«t'tg'.m»-4]y, 

welche für x = — tg'^amw übergeht in 

(.02) ("»«-Sf+^'^'W! -(.P..+/OJ = 0, 
l »(^) = ^(l~^)(1^4"«), 

und für k^=l, i'^r:=0 die Differentialgleichung der [''mictionen dea 
elliptischen Cylinders darstellt. Damit ist die Beziehung der Func- 
tionen des elliptischen Cylinders zu den Lame'schen Functionen 
zweiter Ordnung in einfacher. Weise klargelegt und zugleich er- 
wiesen, was ich schon früher behauptet, dass Heiue'a Grenzübergang 
(Handbuch I, S. 403) auf falscher Basis construirt ist, denn Heine 
wollte sie aus den Lame-Hermite'schen Functionen herleiten. , Wir 
machen schliesslich noch auf Gleichung (56) aufmerksam. Wird dort 
y^z.i-l gesetzt, so entsteht die algebraische Normalform der 
Differentialgleichung für die Functionen des elliptischen 
Cylinders: 

welche erkennen lässt, dass unsere FuKCtioneo (^ylindcrfunctionen 
der dritten Ordnung sind. 

Wir schreiben diese Gleichung 



+ {-(-«C-4+2)»'+ 



0|S iafj' afl] 
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\\<iä erlicunen in derselben einen besonderen Fall der anderen 



(104) 



S+ 



i=A)(,^i=^^,)..,,,^„.}, = o, 



die im ä: = 2§+2 in die erste übergeht. Die Differentialgleichung 
(104) ist meines Wissens in der mathematischen Physik noch nicht 
aufgetreten; wir wollen von ihr sagen, sie deflnire die verallge- 
meinerte Function des elliptischen Cylinders. Die letztere 
hat in der Umgebung der Stelle s = geschlossene Thome'sche 
Normalintegrale, wenn das Product v = y^y^ zweier particulären 
Integrale von (104) dio Form hat 

(lOB) '= -£r. 

wo P eine ganze rationale FuDction p'™ Grades in s vorstellt, wie 
wir auf S. 77 und 78 im vierten Theil ermittelt haben, und ■wenn 
ausserdem m, und m^ diejenigen Werthe haben, die aus Gleichung 
(III a) auf 8. 77 folgen. Wh- verzichten hier darauf, weitere Schlüsse 
aus diesen Andeutungen zu ziehen , welche z. B. sofort ei^eben, dass 
für die Function des elliptischen Cylinders das Product zweier parti- 
culären Int^rale niemals eine ganze rationale Function sein 
kann, und wir nnterlassen dies um so mehr, als die Ergebnisse der 
Untersuchung sich als eine Foi^tsetzung unserer Programm-Abhandlung 
von Ostern 1889 daretellen, hingegen divecte Schlüsse auf unsere 
Etitwickelungen in Paragraph 2 und 3 nicht zulassen. 



y Google 



Sechster Theil. 

TJelber die Heine'scJie Function und die aus ihr aT>geleitete 
hyper-BessePsclie Traiisoendente. 

Heine hat den dritten Theil im zweiten Bande seines Hand- 
baches der Ki^elfunctionen der analytischen Theorie der Wärme 
gewidmet und hier im besonderen das Problem in Ängiiff genommen, 
die Bewegung der Wärme in einem Rotationsellipsoide zu bestimmen'). 
Die Lösung der Aufgabe erscheint abhängig von der Integration einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, für welche ermittelt 
wird, dass ihr Integral eine Cylinderfunction dritter Ordnung ist. 
Aber, schreibt Heine: „noch gelang es nicht, alle Schwierigkeiten 
zu überwinden, auf welche der Versuch stiess, für diese Gleichung 
Resultate zu gewinnen, wie die, welche man für die Functionen des 
elliptischen Cylinders erhielt. Es bleibt also noch nachzuweisen, dass 
man für jedes X eine oder mehrere Zahlen /i. bestimmen kann, welche 
ein endliches Integral verschaifen. Ferner, setzt man die Variable 
gleich cosö, so mnss die gesuchte Function eine periodische von ö 
sein. Im vor^en Bande habe ich derartige Untersuchungen geführt, 
indem ich mich der Integration durch Reihen bediente und nachwies, 
dass hei gehöriger Wahl der ji entsprechenden Constanten das Inte- 
gral sich durch eine convergente ti-^onometiische Reihe, die nach 
ganzen Vielfachen des Winkels foilschreitet, daretellen lasse. Dieser 
Weg führte hier bisher nicht zum Ziele. Die Untersuchungen des 
HeiTn Hermite üba- die Lame'schen Functionen, und die Fälle, 

^) Die Resultate dieses Theiles wurden in dieser Form schon December 1886 
Herrn Professor Kroneckev vorgelegt. 
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in welchen wie sich in periodische Functionen der Veränderlichen ver- 
wandeln, an die sich dann die Entwictclungen des Herrn Fuclis 
haben vielleicht den Weg zur Behaniülang der Integrale 
[■ Gleichung bereits eröffnet." (Heine, Handbuch der Kugel- 
functionen,.Band II, 8. 331.) 

Heine hat hiermit deutlich ausgesprochen, welchen Weg eine 
von ihm geführte Unterauchung genommen haben würde, hätte nicht 
der Tod seinem arbeitreichen Leben ein Ziel gesetzt. Diesen Weg 
zu betreten und na«h Heine's Plan die Untersuchung zu führen, 
erschien mir der Mühe werth zu sein. Der Versuch die Hermite'schen 
Methoden auf die vorgelegte Differentialgleichung anzuwenden, führte 
mich auf die Integration dereelben in geschlossener Form für einen spe- 
ciellen Fall. Das allgemeine Integral aber wird in Reihen entwickelt, 

1 e 

die nach Potenzen von — — -, — r- und nach solchen von . > — r- auf- 

cos(eM) sm(«M) 

steigen. Die vorliegende Function nimmt aber noch ein besonderes 
Interesse für sich in Anspruch. Erschienen die Kugelfunctioaen bis- 
her als Grenzfälle der den Lame-Wangerin'schen Functionen zweiter 
Ordnung adjuugirten Functionen, so wird nun gezeigt, dass sie auch 
als specieller Fall in der der hier zu behandelnden Cylinderfunction 
dritter Ordnung adjungirten Function enthalten sind. Möge es daher 
nicht unpassend erscheinen, mit dieser Cylinderfunction Hoino's 
Namen zu verknüpfen. 



I. Abschnitt. Ableitung der Differentialgleichung. 

§1- 
Bei der Aufsuchung der Temperatur Y, welche zu einer beliebigen 
Zeit (j in einem Korper heiTscht, gelangt man bekanntlich zu der 
Hauptbedingung, der V genügen nniss und welche durch die Gleichung 
ihen ist: 

5F _ J d'V 3'V d'V\ 

dt, ~^"' \ 8x' "•" df "•" 'dz''} ■ 

Liegt nun ein BotationskÖrper vor, und sind ( luid u die krumm- 
linigen Coordinaten zweier orthogonalen Curvenscharen in der Meridian- 
ebene eines solchen, so wähle man den Winkel it, welchen eine be- 
liebige Meridianebene mit einer festen bildet, als dritte Coordinate. 
Die j'- Achse sei Rotationsachse. Alsdann atelleti sich die rechtwink- 



(1) 
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ligen Coordinatcn eines Punktes durch (, m und 9 ausgedriiükt folgender- 
massen dar: 

(2) .■B=^,((,w), y = rmal}, 3 = /-Kin^, r = F^(t,u). 
Die Bedingung der Orthogonalität lautet: 

dic da: dr dr 

6t du 6t 6u ' 

sio wird erfüllt, wenn n\an zwischen x und r den Zusammenhang 

(3) .,+ir = Fit+in) 

annimmt, was, wie sich nachweisen lässt, stets erlaubt ist. Trans- 
formirt man (1) auf dic Coordinaten t,u und y-, so erhält man: 

,,, 6V ,, , , KK ö' ^A, 6u hX öi^ \ 



Mit Rücksicht auf die Orthogonal! 

Daher geht (4) über in: 

I BF n;^ 

3!, ^ rl"(t+üi)F'(t—ia) 

^i'^ (J''\^ •' / ar-i P(<+™)ii"Ci-») a-Fi 

Mit Hcine^) neiime maE zwischen V nnd fj die Beziehung; 

(7) F=e"'"V, 

an, so beltommt (6) die Gestalt: 



C6) 



4 • ' rF'{t+in)F<(t—ia) 


•■■(t+m)F'(t^i 


«) a-F, 


Zur Vereinfachung substituire man: 
(8) F, = i, 




a»' 



') Wangerin, Reduction der Poteatialgleichung für gewisse Rotationskörper 
anf eine gewÖiinliche Differential gl oiebung. Preisschrift der Pürstlich Jablonowski- 
scheu Gesellschaft. Leipzig 1875. S, 3. 

=) Heine, Handbuch A&r Kugel functionen. Berlin 1878/81, Bd. 11, S. 329. 
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so crgiebt sich: 



M' 



4 ' F'(M-i»)F'((-!«) 



Da Fj eine in ^ perioüische Uunctioii sein muss, so entwicltele man 
es in eine nacli ganzen Vielfaclieii von ^ fortschreitende trigono- 
metrisclie Reilie; also man setze: 
(10) 7, =^.,(a,cos(.»)+t.sin(«3)). 

Alsdann genügt Vy der partiellen Differentialgleichung; 
( ^F'(t+iu)FXt~iu)v 

l df ^ du' 

An diese Gleichung knüpfe man mit Heine die Bediugiing; 

(12) . = P(OQ(«0, 

so folgt: 

I P df + Q du' 

_ *■ wn^i.AF'r, M 4(»'-Bf'('+»»)F'(t-'») 

Daraus leitet man iu bekannter Weise die Bedingung^leichungen ab; 
( F-(t+iu)F'(t-~iu) = ?(0+^.(^«) 
(14) { 

l {F(t+iu)^F(t—iif)y 

Aus beiden ergiebt sich, dass F(t+iu) das Integral der Diffevcntial- 
gleichnng: 

(16) ^P§+W = '"'"■"' 

sein muss und in folge dessen die Gestalt hat: 
(16) F{t-hiu) = j'+-'?^^ö^('+'-«)+-^e-E(i-H«)^ 

wo ß, ß, y willkürliche Integi-ationsconstanten bedeuten'). 



: üaentzscliel, Zur Theoiie der Functionen des ellip- 
tischen Cjlinders. Wisaenscliaftliche Beilage zum Programm des Bealgyninasiuma 
zu Dnisbiirg. Ostern 1886; S. 5. 
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§2. 

Zur Ableitung der MeridiancuTveu ist zu setzen: 

(17) ^ + «- = /+ -^ e*('-H'.)+ -t e~.i!+i.l 

Es ergeben sich die orthogonalen Scliarftti: 



(18) 



-ä-e^'-4---2 i 



■f f^ g-ei 



i^—yf r[ ial 



■weiche Ellipsen bez. Hyperbeln darstellen. Ihnen entsprechen Rota- 
tionsellipsoide bez. -hypoi'boloide. In dem besonderen Falle: 

«==.0 oder fJ -= 
heisst die AbbiMungsfunction; 



(16a) 



\F{t^iu-) = y+\e-'<-'+'"), bez. 



F{t+in) = /+ ^ e'!-'+"'\ 



und die Schar (18a) geht in concenti-ische Kreise, die Schar (18b) in 
ein durch den Anfangspunkt gehendes Paar von geraden Linien über. 
Diesen MeridianCHrven sind Kugeln bez. Eotatiouskegel zuzuordnen. 
Ein Oi-enzfall tritt für e = ein. Geht man zur Erledigung 
desselben auf Gleichung (15) zurück und führt in das Integral der- 
selben statt der Exponentialfunction die entsprechende Reihe ein, be- 
stimmt ausserdem die willkürlichen Constanten so, dass a^^ ß und 

Uh ^ einen endlichen Werth <J hat, so nimmt (16) die 

Form an 
(16b) F(t+iu) = 6-ha(t+iuy. 

Die zugehörigen Curven sind Parabel scharen, nämlich: 



[18] 



p) r' = -4«t' ('»-*)+*"'*'■ 



Daher der Satz; 



y Google 



1^ Sechster Theil. 

Die Reduction der Gleichung (l) auf gewöhiilicJie Diffe- 
rentialgleichungen ist nur für solche Rotationskörper mög- 
lich, die Yon Flächen zweiten Grades begrenzt werden. 

Dieses Resultat ist bereits Heino belcannt gewesen.') 



Die Beetimniung der Functionen g und h in (14) erledigt sich 
nun sofort. 

In der That findet man: 

(19) F\t+iii)FXt-iu) ajl_ 



Daher lautet Gieiclning (13); 

1_ d\P 1_ d'Q_ 
P 'dt' '^'Q du' 



zerlegt sicli in dio beiden anderen: 

\d'P _[ a.f{-,'-i) 
dt' \( <!€••— ße-' Y "^ 
l 28 I 



(20) 



Sin EM 



--»•' Q- 



In dem besonderen sich auf die Kugel bez. den Kreiskegel bezie- 
henden Fall geht die erste dieser Gleichungen, da a oder ß gleich 
Null zu setzen ist, in die DiiVerentialgloichung der Fourier-Bessel- 
schen, die zweite in die reducirte der Laplace'schen Functionen über. 



1) Man yergl. Karl Baer, Oeber das Gleichgewicht und die Bewegung der 
Wärme in elDem homogenen Rotatioasparaboloid. Inauguraldissertation. Halle 
1881. S. 3. Diese inhaUreiche Arbeit hat Heine seihst noch yorgelegen, er er- 
wähnt sie ira Handbuch der Kugel functionen, Bd. II, S. 292. Die durch (21) de- 
finirten Functionen sind in ihr zuerst behandelt worden. 
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Für den GreiiKfaU des Eotationsparaboloides aber iautöt das System (20): 

(21) rff l « > 

I du' Im' J 

Madit man in der Differentialgleichung für die Function P das Argu- 
ment w= it aur Unabhängigen uni^ setzt -a^ ß, was für Rotations- 
Ellipsoid, -Hyperboloid und -Paraboloid erlaubt ist, so haben beide 
Gleichungen des Systems die Form: 

(22) -r-2-~ { . a 1 =— sin'sM — ^' y. 

' du i sm 6M s i 

Es sind demnach die durch (22) definiiien Functionen zu unter- 
suchen, y =i'«~äl/gin(ew) soll als Heine'-sche Function im Fol- 
genden bezeichnet werden. Der Fall A ^ 0, welcher sich auf das 
Wäimeglcichgewicht bezieht, lasst die adjungirte der Heine'schen 
Function in die Kugelfunction mit gauzzahligem unteren, aber be- 
liebigem oberen Index, welche ich kurz Laplace'sche Function nenne, 
übergehen. Ist ausserdem e = 0, so erhalten wir die Fourior- 
Bessel'sche Transcendente. Im allgemeiüen ist v eine ganze Zahl; 
setzt man aber für den Augenblick v = ^, so ist v die Function des 
elliptischen Cyünders; also hat v auch Beziehungen zu dieser Function. 



II. Absclinitt. 

Die Heine'sche Function ist eine Cylinderfunction 

dritter Ordnung. Allgemeine Bemerkungen. 



Wir gehen aus von: 

(1) -j-5- = \ ^ . , - 1 ^—mu^su—fi^iv, 

' du' y. siiveu s i 
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und raaclion s zur Unabhängigen, so entsteht: 



C3) 4>'(.-,')-|j+2''C3'-20^-|(''— D-'"-/''>+*'«'l'' = 
Setzt man alsdann: 
(4) v=y(ii, 

so genügt y der Differentialgleichung: 



4.-(.-0-*+2s-(4i-3..)-° 



(5) 



(.■-!).■ 



Diese Gleichung werde als die algebraische Nornialform der 
Differentialgleichung für die Heine'schen Functionen bezeichnet, weil 



von -y^ ist, auch die Ordnung dos Coefficienten von y um zwei 
Einheiten geringer ist als die von Ä- Hingegen sei die Gleichung 

die einfach periodische Normalform der Dift'erentialgleichung. 
Die Function i/ ist eine Cylindorfunction dritter Ord- 
nung. Denn das Integral 

;• ds 
•^^^ J ^4Ä^«Ö 

verwandelt sich für 



(8) 






also in den GrenKfall des elliptischen Integrals 
f < ?^ 

dessen Invarianten g^ und ^, Null geworden sind. Eine Function y 
sollte aber eine Lame'sche von der dritten bosi. zweiten Ordnung 
hcLssen, sobald g^ und y^ unbeschränkt veränderlich sind; sie sollte 
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zur Lapiace'schen werdea, sobald ^J — 27^^=0 ist; sie sollte 
endllüh für ^, = ^j ^ in eine Cylinderfunction übei^elien. 

Daaa die Heine'sclie runctioii eine Cylinderfunction dritter Ord- 
nung sei, hat Heine durch eben denselben Grenzabei^ang aus der 
allgemeinen Lame'sohen Function dritter Ordnung abgeleitet, durch 
■welchen er darzuthun versuchte, dass die Functionen des elliptischen 
Cylinders aus don Lame-Hermite'schen Functionen zweiter Ordnung 
hervorgehen. Nun stellt aber Gleichung (5) für -v = -^ die Differential- 
gleichung der Functionei! des eUiptischen Cylinders vor; wer daher 
den Charakter der Heine'schen Functionen als Cylinderfunctionea 
dritter Ordnung anerkennt, wird nothwendig auch die Functionen des 
1 Cylinders als Cylinderfunctionen dritter Ordnung ansehen 
wie ich letzteres in der Duisburger Programmabhandlung 
zuerst gethan habe. DieHeine'sche Function und die verallgemei- 
nerte Function des elliptischen Cylinders stehen einander ge- 
rade so gegenüber, wie die Lame-Wangerin'sche Function der 
Lame-Hermite'schen Function zweiter Ordnung; hier kann v nur 
die Hälfte von ungeraden Zahlen, dort kann v nur ganzzahlig sein. 

§2- 

Da y für « ^ zur Lapiace'schen Function zweiter Ordnung 
wird, 80 liegt hier der Fall vor, dass eine Cylinderfunction als 
specioJlen Fall die Laplace'sche Function der nächst niederen Ord- 
nung in sich schliesst. — Die Gleichung (5) enthält ausserdem den 
Grcnzfall 
(9) E = 0. 

Für denselben versagt die Substitution (8). Wir haben es alsdann 
mit jener Abart der Heine'schen Functioneu zu thun, welche zu den 
allgemeinen, in (5) definirten, Functionen in de Ib n Bez ehung 
stehen, wie die Functionen des parabolischen Cylinle z den Tuuc- 
tionen des elliptischen Cylinders. Die besagten Fun t n n g 1 n ius 
den Heine'schen durch einen streng fnnctionenth ts h n G nz- 
übergang hervor. Es ist aber wiederum hervorz I eben las sie, 
wenn auch A = ist, durch Cylinderfunctionen zweiter Ordnung, 
nämlich durch die Fourier-Bessel'sche Transcendente , sich dar- 
stellen lassen. Da sie dies aber auch für ^ ^ thun, was zwar an 
den Gleichungen (I), (21) nicht direct erkennbar ist, so will ich diese 
Functionen als hyper-Bessel'sche Transcendenten 
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§3- 

Die GleichuDg (1) lässt sich aber noch von einem zweiten Gesichts- 
punkte aus betrachten; es ist gerade derjenige, von welchem Heine 
die Gleichung (1) behandeln wollte, wie aus den in der Einleitung 
citirten Worten hervorgeht. 

Der Function v stellen wir eine Function cp gogenübor, die als 
adjungirte Function bezeichnet werde und mit d vorbunilen ist 
durch die Gleichung l 
(10) 1! = 9:e-*sinäeM, 

so dass also v = <jis~i oder 

ist. 

(f genügt dor Differentialgleichung: 

^ •'■du' ^ du V i sm^EM a' i^ 

Setzt man 

C12) '"'ht- 

SO ergiobt sich: 

^ ' du' ^ du [ ^ ' sm^sM e^ j» i 

welche Gleichung für ^ ^ die Laplace'sche Function zweiter 
Ordnung, wie sie Heine betrachtet hat, zu Integralen hat, nämlich: 

|'y]„^o=G-P"(cosEw)+G'Q:(cosfM), 
wo der untere Index ganzzahiig, der obere hingegen willkürlich ist. 

Um (13) auf eine algebraische Form zu bringen, fithre man die 
neue Variable 

(14) e = GOSfM 

ein, so erhält man: 

also genau die Gleichung, welche Heine im Handbuch, Bd. II, S. 329 
mit No. (7) bezeichnet, lleine's Gedankengang folgend, bilden wir 
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weiter zwei Functionen ^p'*"' bez. g)^^) nncl defiairen sie durch: 

(16) »p('' = üe''+4sin-<''+i'eM = ^^E^sin-*"««, 

(17) (p{v) = ve-''+hm^-'eu = ye~''8in''«M, 
oder durch die Differentialgleichungen: 



I^IOJ 


1 + (e'(«-»)(,.+»+l)- ^sinV»} yW = 0. 


(19) 


+ {.'(»+.)(»-»+l)-^sk'.«)<P(.,-0. 


ailchon 


wir schliesslich noch') 


(20) 


, sin- 8« 



zur unabhängigen Variablen, so lautet Gleichung (1): 

weiter Gleichung (13); 

(22) I ( .■ 1 

+ |eV(«+l)-i ^•a'!Jf = 0, 

weiter (18): 

(.3) J4<l-^-«)^+2[-.-.+(.3.+2)(l-...)]i|^ 

I +|«-(,-T)(;<+»+l)-r«My'"=0 



') Eine Verweohselimg dieses x mit dem in Abschnitt I, Gleichung (1) auf- 
tretendea ist n'olil ausgeschlossen. Die Bezeichnung ist so gewählt, dass eine 
Vergleichung sowohl mit meiner Abhandlung: „Ueber den functionentheorelischea 
Zusammenhang u. s. St." in Schlomileh's Zeitschrift, 31. Jahrgang, 188G stets 
möglich ist — man hat nämlich für k = die k- in y-Functionen, die <p- in 
a-Functionen zu verwandeln — als auch mit der schon genannten Programm- 
abhandlung für V = };, * = m. 
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und endlich (19): 
(.4, J4.(l-.-.)%^~2[.'.+(2«-2Xl^.'.)]^ 

l +|.'C,+«)(«-«+i)-;.-»-.r!»,,,=o. 

Setzt mao in Gleichung (23) «^ ^ — 1, so bemerkt man, dass sie 
identisch wird mit der von Heine im zweiten Bande dos Handbuches 
auf der vorletzten Zeile doi- S. 330 abgeleitet n Ei sind demnach 
die Gleichungen (1), (5) und (23) diejenigen, auf die ^ii unsere Auf- 
merksamkeit besonders zu richten haben. 

§4. 

Wir dürfen aber nicht unterlassen die soeben hingeschriebenen 
Gleichungen für den Grenzfall e = noch einmal vorzuführen. Es ist: 

C2a) ,= 1^, 

(3a) 4,--5-+6.- * -|(,._.).._„..+;...-)„ = 0, 

(4«) _ v=n.i, 

(5a) 4s'-^i+8s'-|^— 1(»"— l)s"— (i"!4.ro'|j = 0. 

(10a) V = yV«, also y = -^"^ = -*- • 

(16a) 5<W = uM-(''+5) = ifvr". 






(19a) ^^-A^-V__"^^+,,,^_,^«v=j^^„, = o, 
(20a) 



(22 a) 



(i'y , 1 dtp 

d-w^ a: dar 
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Gerade diese Gleichung ist höchst charakteristisch für die hier vor- 
liegenden Functionen. Bezeichnet man die durch (22) deiinii'te Func- 
tion mit 5P^'*''(ai), so ist 

d. h. identisch mit der Fourier-Bessel'achen Transcendente mit ganz- 
zahÜgem oder gebrochenem Index und der Variablen /v.^) Ebenso ist 

die Fourier-BesseFsche Transcendente mit ganzzahligem Index und 
der Variablen Y^. Wegen dieser gewiss merkwürdigen Eigenschaft 
der Function ¥?'*"(■*') ^'^ doppelter Weise durch Specialisirung in die 
Fourier-Bessei'sche Function überzugehen, bezeichne ich diese 
Function als hyper-Bessel'sche Transcendente. 
Schliesslich ist 

rl„.M 



§5. 
Die nächste Frage, weiche wir uns vorzulegen haben, ist die, 
welchen analytischen Charakter hat die Heine'sche Function. Die 
Antwort darauf kann in doppeÜer Weise gegeben werden. Geht man 
von der Gleichung (5) aus, so ist dieselbe offenbar ein 1 
Fall der Differentialgleichung: 

(25) (p«-5-+i?.'«^-|(»--l)."+& + C'|j = 0, 

wenn 5p(s) = 4(3— ßj(s— «^)Cs— «,)(s— «,) gesetzt ist. 
man nun 

(26) (-|.'T=»W. 



') Man Tfirg!, K. Baer, Ueber das Oleiehgewioht und die Bewegung der 
"Wärme in einem liovüogenen Rotatiunspaiabolold, S. 20, Gleiohung d) und e). 
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so ist bekanntlich: 



Jy'W 



Macht man nun in (25) u zur Unabhängigen, so geht hervor: 



(27) 



dl*' 



(.'-■Dl 



pu~ 



>i?>"W.) 



iy'(°i) 



Diese Gleichung mit doppelt- periodischen Coefflcienten hat nach Herrn 
Picard') eine doppelt-periodische Function zweiter Gattung als parti- 
culärea Integral. Verschwinden nun in gi(s) drei der Grössen «, so hat 
dies für die Int«gi-ale von (27) die Folge, dass man überall, wo pu in den- 
selben vorkommt, statt dessen — ^ lesen mass, wie es die Gleichungen 

(7) und (8) darthun. Da aber eine doppelt -periodische Function 
zweiter Gattung zuweilen darstellbar ist als Product einer gewöhnlichen 
doppelt-periodischen Function in eine Exponentialfunction, so wird unter 
Umständen unsere Function y in der Form einer algebraischen Func- 
tion von s multiplicirt mit einem Exponentialfactor auftreten können. 
Es weist dies auT die Möglichkeit hin, die Heine' sehe Function in Form 
eines geschlossenen Thome'schen Normalintegrals darzustellen und in 
der That gelingt es, wenn zwischen den Constanten der Differential- 
gleichung eine gewisse Bedingungsgleichung stattfindet. Eine andere 
Seite unserer Untersuchung betrifft die Eatwickelung der vorliegenden 
Function in Reihen. Gehen wir dazu zurück auf die Gleichung (1), so 
hat dieselbe als Differentialgleichung mit einfach-periodischen Coefdeien- 
ten zu Integralen einfach-periodische Functionen der ersten oder zwei- 
ten Art, wenn wir mit HeiTu Floquet^) eine einfach periodische Func- 
tion zweiter Art dahin definiren, dass sie bei Vermehrong des Argumen- 
tes um die Periode überseht in sich selbst multiplicirt mit einem Factor. 
Herr Mit L ) nnn^w h asd 



') Pioard, S 
diques, Borchar 

■)Koqu.t ! 
diques. Aniiales 

') Mittag-L 
periodiques. Co 
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lineare Differential gleiohimft 

d" 1' i| 1" H 

In" ' liu, ^ '^ tm" ■^ ' 

deren Coefhcienten emdeutifre periodiiche Functionen mit der einen 
singuläron Stelle m = f sind immer ein Integi-al v{u) hat der Art, dass 

ist. IJenn sei /(**) ein beliebiges Integral, so sind 

/(»+2»), /(«+'!») . . . 
auch Integi'ale und man hat folglich: 

f{u+-2mn) = ÄJiu)+AJ{u+2n)+-.+AJ{u+2{m-\)n) 
wo man immer Ä, von Null verschieden und m < w annehmen 
kann. Setzt man nun 

v(u)=f{u+'i(m^l)7z)^lj(u+2(:m-^)n)+-^l^-,fiu) 
und wählt die Coeificienten /„ /j . . . ^„_j so, dass die Gleichungen 

befriedigt werdea, was immer möglich ist, so erhält man 

u(m+27i) = ^{u), 
und es ist v(u) eben so gut ein Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung wie /(m). 

Denkt man sich aber l auf die Form gebracht 
/ = ^"*™, 
so ist e~"""-v(u) eine periodische Function und kann als solche nach 
einem bekannten Satze 'i fli^ convergente Reihe entwickelt werden 

Also ist v(u) darstellbar in der Form 



und 



t ß ouquet, ThöHrie des foTictiens elliptiqiies. 11^ fidiiiofl, p- 1&8, 



y Google 



150 Sechster Theil. 

daher 



d. li. das Integral lägst sicli ia eine Potenzreilie entwickeln, die sicli 
ihrerseits in eine trigonometrische Reihe umformen lässt. 



§6. 

Um einen weiteren Einblick in die ^atur der Integrale zu nr- 
halten, wende man auf die Gleiclmiig (5) 

4.-C.-8')2i+2s-(4s-3.')f -{(»'-«■'=-(f '-^)>+i'«")j = 

die von den Herron Fuchs und Thorae ausgebildete Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen an. Die Coefficieoten unserer Gleichung werden nur 
unstetig an der dreifach zu zählenden Stelle a ^ 0, ausserdem für 
s = e^ und s = co. Was die Stelle s ^ betrifft, so ist dieselbe 
nach Herrn Fuchs^) eine Stelle der üabestimratheit mit be- 
stimmter Verzweigung; eine determinirende Fundamentalgleichung 
giebt es für sie nicht. Wir werden uns daher auf eine einfache 
Reih enent Wickelung beschränken müssen, nachdem vorher noch von 
der Function y der determinirende Factor abgesondert ist. 

Um das Verhalten des Integrals an den Stellen s = e' und 
s = oo zu ermitteln, verlege man die unendlich ferne Steile ins 



so erhält man: 

Für die Stelle * = bez. s = co lautet die determioirende Fundamental- 
gleichung 



') Fuchs, Ue^er die Werthe, welche die Inlegrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung in singulären Punkten, annehmen können. Sitsungsbetiolite der 
Kgl. Akademie der Wissenachaften zu Berlin, U.März 1886, J4, S.U. 
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deren Wurzeln r, = -„- + -h- l^ez. r.^ ^= -^ — s ^iiid. Die Diffe- 
renz derselben r^ — r^ ist demnach gleich der ganzen Zahl v, woraus 
folgt, dass das allgemeine Integral mit Logarithmen behaftet sein 
kann, d. h. dass a = 0, bez. s ^ oo unter Umständen eine wesent- 
lich singulare Stelle im Giltigteitsbereich des Integrals ist. Anderer- 
seits sind r, und r^ von einander verschiedene rationale Zahlen; dem- 
nach hat die Differentialgleichung auch algebraische Integrale ausser 
für v = 0. Wir werden sehen, dass die Stelle a: = im allge- 
meinen wesentlich singnlär ist. Verbindet man jedoch v, ^ T^nd 
X durch eine gewisse Bedingungsgleichung, so wird « = ausser- 
wesentlich singnlär, wofern v von Null verschieden ist, und die 
Integrale sind in geschlossener Form darstellbar. Dieselben erscheinen 
als das Product einer algebraischen Function in eine Exponential- 
function; es sind geschlossene Thome'sche Normalintegrale. 

Für die Stelle .T = -^ bez. s = e^ lautet die determinireude 

Fundamentalgleichung : 

r(r-l)4-ir = 0; 
also )■, = 0, j'j = ^. 

Diese Stelle ist also ausserwesentlich Singular. 



IIL Abschnitt. Die Hcine'sche Function 
in der Umgebung der Stelle der Unbestimmtheit. 

A. Unter welcher Bedingung ist die Heine'sche Function 
in geschlossener Form darstellbar und weichen Ausdruck hat dieselbe? 

§1- 

Horlcitung der Bedingung. 

An eine Untersuchung des Herrn Brioschi anknüpfend war es 

mir in meiner Dissertation ') gelungen, den Nachweis zu führen, dass 

Herr Erioschi die Differentialgleichung der Lamö-Wangerin'schen 

Functionen zweiter Ordnung algebraisch integrirt habe. Die an jene 



d'V d^v d^v 
') Ilaentzachel, (Jebor die Reduction" der Gleichung -0-5 +-0-3 "^'Ta ~ 

sai gewälmliche Differentialgleichungen. Ein Beitrag zur Theorie der Lai 
seilen Functionen zweiter Ordnung. Berlin 1883, Mayer und Müller. 
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Integrale gelinüpfte Bedingungsgleichung aufstellend, zeigte ich, dass 
man aar Grenze übergehend, nämlich von den elliptischen Functionen 
zu den einfach periodischen, zugleich algebraische Ausdrücke für die 
Kugelfunction P", wofern v>n ist, erhalten habe. Die Heine'sche 
Function ist nun die Verallgemeinerung der Laplace'schen Functionen 
zweiter Ordnung in das Gebiet dei Cjlmderiunctionen dritter Oidoung 
hinein. Es liegt daher der Gedanke nahe zu unterwehen, ob unsere 
Differentialgleichung in geschlo^&enei Form mtegrirbar ist di sie fui 
A = algebraische Integrale besitzt untt wenn dies moghth ist, 
welcher Bedingungsgleichung ihre Pirameter genu^'en ran-isen 

Eine Methode, die man Herrn Hermite ) veidankt, anwendend 
gehe man aus von 

(l)4.-(.-.')||+2,'(48-3e'}f-fc'-l)s=-(,.'-|)»+ra4>, = < 



'i>' 



Man setze: 
(2) 



\B-. 



i- {(.■-!).■- (^■-^-J),+r«'j, 



daim lautet Gleichung (1): 
(3) 2J^,"+^'y = 2% 

Sind y^ und y^ zwei particuläre Integrale dieser Gleichung und 
bildet man 

so genügt V der Differentialgleichung: 
(5) 2Äv"'+ZA'v"+A"v' = 8ß^'+4B'«. 

Man untersuche, ob dieser Gleichung eine in s ganze Function v ge- 
nügt und differenzire dazu Gleichung (5) p-mal nach s, so erhält man: 

Demnach heisst der Coeflicient von «'»'-='; 

£^fcÄ^C.-4p-B" 
') Hermite, Sur l'eqiiatioii de Lame. Annali di mafematica, 2, Reihe, 
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und er nimmt, wenn man Ä'^y und B" einführt, die Gestalt an; 

4p'(p'~l~(.'--l)). 
Er verschwindet daher, sobald js = v ist, d. h. man kann der Gteichiirig 
(5) durch eine ganze Function in s vom (r-— 1)"^" Grade genügen, 
denn u(p-'> = const. befriedigt Gleichung (6) identisch. 

Da nun v alle ganzzahligcn Werthe von bis oo aozunehmeo 
im Stande ist, so ersieht man sofort, dass der Werth i^ =^ nicht 
zu denjen^en gehört, für welche die obige Deduction gilt. Der Fall 
r = ist von der ferneren Untersuchung auszuschliessen und wir 



(7) v = »+l, 

WO n alle Werthe von bis oo erhalten darf. Alsdann heisst 
Gleichung (1): 

Es tritt in ihr also jener Parameter n(n-\-2) auf, welcher nach Ileine^) 
für die Lame'schen Functionen dritter Ordnung, also auch für die 
aus ihnen abgeleiteten Cylinderfunctionen derselben Ordnung, so cha- 
rakteristisch ist. Man führe nun; 

in die Gleichung (5) ein'), also in 

so müssen die Ccefflcienten dei anzeintn Poten/tu \ crsch\\ mden. 
Baraus leiten sich fdgoade Bedmgungsgleichungen her 

1) Heine Handbuch der L. iKellunctionen II Aufl 1878^81 Bi I S 447. 

) Wir unterlassen ucht auf un ere wPite gehenden Pesiltate auf S. 77 

hinzuweisen die wenn » = a^k-\-l gesetzt wird fir die geLruchene Function 

—^ luz nehmen gestatten wo b fiine ganze Function i'™ Grade-, st Die der 
Gleictiiing [5] alslann entap echende Gleithung ist aus (III a) auf S 77 7U bilden; 
für f = kann also v keine ganze Fnaction sein 



= 0, 



yGoosle 



Sechster They. 



(»+i)(^'-«X»+«')«. 

lV(«-2>,+(«-i)(^ 


»-«•)<..+2(2»X«-l>, 
-«■(«-«■) <.,+3(2»-l)(» 
-.•C«-B>,+4(2»-2X» 


-2K 

-3)«, 


= 0, 

-0, 
= 0, 


i'a 


(«-p+iH-.+C»- 


+(p+l)(2«-p+,lX»- 


P)»,* 


= 0, 




.2...-,+}(m'-}<, 


■)o.._,+»(»+2)<.. 




= 0, 
= 0. 



(9) 



Man folgört aus diesen Gleichungen: 



Es bestehen demnach (m+1) Gleichangen zwischen den («H-1) Grössen 
«j,, zwischen /t" und l^. Von diesen bleibt a„ willkürlich, während 
A" durch die Nebenbedingungeu des gerade vorliegenden physikaiischen 
Problems in der Weise bestimmt wird, dass es im Fall des Wärme- 
gleichgewichts versehwindet. Man kann daher die Coefficienten Uj, 
durch fi*, 1^ und «„ ausdrücken und fi^ selbst dadurch ermitteln, 
dass man die Determinante des vorliegenden Systems von homogouon, 
linearen Gleichungen gleich Null setzt. Geschieht dies, so erhält man: 
(H-HX^^-f^H.-H)'), 1(3«+!)", 0, 0, 

AV«, ("~i)Cu^-«=(n-i)'), 2.2«(n-l), 0, 

0, 



Diese Gleichung (m+l)"" oder v'-'" Grades m /t' ist demnach die 
Ilauptbe dingung für die Existenz algebraischer Integi ile der Gleichung 
[5]; ihre Auflösung ist zu leisten, bevoi mm zui Be-)timmung der 
ganzen Function v übergehen kann. 
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Diese Gleiehuagen lauten füu 

n=l(v = 2). (,«=- 1 .=)(^^- J) ^UV = 0. 

Zu denselben Glpichungen wäre min gelangt wenn man die Zähler 
der C oefftcienten ts, a «^ «„ für « ^ 1 (« — 1) gleich 

Null ge=!Ptzt hdtte Denn für n = 2 z B muss a^ -v erschein \en; 
der Nenner thut dies vcn selbst alio muss es auch der Zihlei der 
dann wirklich die oben hingeichnebene Gleii-hung eigiebt Wu \er- 
weikn j doch bei diei^en Gleichungen nicht sondern veisuchen nun 
die Integrile selbst herzuleiten 

§2. 

Aufstellung der geschlossenen Normalintegrale. 
Besitzt die ganze Function v weder eine Doppelwurzel, noch ver- 
schwindet sie fiir eine Wurzel der filoichung 

(12) .■-eV = 0, 

80 ist die von Herrn Hermite gelehrte lutegrationsmethode anwend- 
bar und sie fuhrt zu; 

(13) y=ay, + G'y, = G-]/ve^ -^^->rG'Mve ^'''V.i, 
indem sich C ans der Differentialgleichung 

(14) Ä{2vv"~i>'')^A'vv' = iBi,'^C' 
ergiebt. 

Man erhält nämlich, wenn unter s, eine einfache Wurzel der 
Gleichung 

(15) i.(.)-o.n"(.-^,)-o 
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verstanden wird, 

(16 a) C=±V(»,)y3(.7), 

odor auch, da A «ad A' für s = verschwinden, 

(16b) C = ±Xav{o) = ±{-iyUa,. 

Wir müssen also das lotegral i—-^=r- ermittein. 
Nun ist 



(17) 



C| 



ds 



- -t-'y",/ i_ . 7 f ^L_ 



Lj/s ^^ — s ° «4-ySi — e'sj — (s — Sj) J 
Folglich leitet man für die beiden Particiilarlösungen die Ausdrücke ab: 






(18) 



= y;i7 



,fvn 



E^S+l/sf— -£*Si — (s- 



Für beide Integrale ist demnach die Steüe s = eine Steile der Un- 
bestimmtheit, wie man an dem Exponentialfactor sofort erkennt. 

Sollte jedoch der Fall eintreten, dass die ganze Function v 
Doppelwurzeln besitzt, oder dass sie für a ^ bez. n = e' ver- 
schwindet, so werden die Integrale dargestellt durch: 



(19) 



-y-^ --y^fwi- 



«3. 

Beispiele. 
Die Integrale sollen jetzt in den beiden einfachsten Fällen n = 
und n = l wirklich hingeschrieben werden. 



= 0(»=1). 



C=±i<ii... 
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— -j- = {— TTT — -+■ - a - Sm'(£M) — -j- \v 

AM l sm (em) e 4 J 



i), =ya„esm 3(£wje ^ 

Aus 

(^■-|-.')(M'--^)-4i-«> = 
folgt: 



"2 2 j -^ ■-'■ 



Weiter ist 

t'=±ino,s 
oder 



Demnacli erhält i 
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§4. 
Der specielle Fall äer Laplace'schen Fuactionen. 
Setzen wir in [1] 1^0, so gelangt man, wio schon erwähnt, 
zur Laplace'schen Function; die Determinante (10) liefert den oberen 
Index derselben. In der That veducii-t sich (10) auf: 



rO = [fi'-e'(»+«l[(i'-e' 
(20) 


(»-i)"][f.'- 




Schreiben wir nun 







-y,._..,_y,j_..,,_(,^,. 


Ol' 


_y,._e',+y,;_s',,_(,„,, 

-y.'-e'.+y«;-,-.,--(.^., 


)-!' 
,)]> 


-ys"— e'«-ys|— b's,— (s-s, 


jJ' 



(22) 0= E^(''+'>/7(«(;i+l)-^i(«+l)), >--(., 1,2.... (,-!,, 

welche Gleichung für n ^ » erfüllt wird. Setzt mau nouh e ^ 1, 
so erkeüüt man, mit Rücksicht auf die Gleichungen (10) und (11) 
des zweiten Abschnitts, daas man für die beiden zugeordneten 
Kugelfunetionen die Äusdraoke erhalten hat: 

CS) 

[«(.) = .i)/.V 

wo wegen Gleichung (7) für einen bestimmten Werth von v der 
obere Index n alle ganzen positiven Zahlen von bis (r — 1) an- 
nehmen darf, was man kurz durch t >■ « bezeichnet^). Dadurch 
haben die Deductionen im § 8 des dritten Thoiles meiner Dissertation 
den dort fehlenden Abschlusa erhalten. 



§6. 
Die hyper-Bessel'sche Transcendente. 

Für die hypor-Bessel'sche Transcendente ist in den allgf 
Entwickelunsen überall e = zu setzen. Alsdann lautet insbesondere 



^) Man vergl. Hermite, Sur rintegration de l'equatiou differentiello do 
mo. Lottro ä M. Hoino. GreUe's Journal, 15(1, 8fl. 
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Ueber (iie Hei 
die Determbaute (10): 



'sehe Function etc. 



(lOa) = 



(n+i)/).', 1(2»+1)», 0, 0, 

i'o'», («-l)(i', 2.2>i(»-l), 0, 

0, /.•«•(»-l), (»-1),«'. 3(2»-l)C.-2), ... 

0. 0, l'aXn~-2), (»-|),»', ... 



und 7.war 


ist für: 




» = oc» = 1) 




» = 1(» = 2) 




»_2(» = ,'!) 


(11») 


» = 3C,-4) 




» = 4Cr = 5) 




» = 6(,' = 6) 



M*— «"o" = 0, 

,i."((i'— 16i"o") = 0, 

(^'--4;.V)(,ii'— 36J'ii') = 0, 

;i"(("'— 16i'a')fr'— 6«'«') = 0,, 

().'— 4J'o')((i'— SSil'oOCl«'— lOOi'a') = 0, 



Unterscheidet man zwischen geraden und ungeraden Werthea von m, 
ao ist das Gesetz, nacli welchem diese und die ferneren Gleichungen 
gebildet sind, sofort klar. 

Zur Aufstellung der Integrale ermittele man; 



' n (.-..) 



Mit Büctsicht auf die Werthe von C in den beiden Gleicliungeu (16) 
eihäU man: 



a.t'' n (>- 



-'-" logarhlog»', 



oder 
(IJa) CJ- 

Folglich ist: 



der letzten GleichuDg des Systems (9): 



" n {'—>,) 



STa '»S'ilog»- 
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Diese Lösung stellt in WirkHchkeit vier vei-schiedene Integrale dar. 
Um über die Zusammengeliöriglteit derselben zu entscheiden, setze 
maa y^ in die Differentialgteicliung 

ein. Man gelangt dann zuerst zu der folgenden Gleichung:- 

dieser muss nun durch eine ganze Function 

genügt werden. Die Bedingung dafür spricht siclr in der Glei- 
chaug aus: 



' 2Xa 



-{tp+l)\ ^{n+l)\ d.h. 



(24) 2p = zh^-l+(»^+l) 

muss eine positive, ganze Zahl sein. Zugleich muss aber -^-i — aus 

einer der Gleichungen (Ha) entnommen sein. Man findet nun 
leicht, dass von den vier in (24) enthaltenen Bedingungsgleichun- 
gen nur zwei zu einem System geschlossener Integi'ale führen, 
während die zwei anderen den Fall betreffen, wo nur eines der 
Integrale das Product einer algebraischen Function in die in (18a) 
gegebenen Potenzen von s und von e ist. Die brauchbaren Werthe 
von 2/> sind 

Mit Rücksicht auf (IIa) entwerfe man folgende zwei Tabellen: 
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Function 


"^-l+C+i) 


2p =, 


' = '+A-:t- 


P 






1 








2 


— 1 


1 


2 


1 





3 


_2 


•1 


3 





2 


3 


2 





4 


-3 


•1 


4 


-1 


*2 


4 


1 


3 


4 


3 





5 


~4 


*1 


r, 


-2 


*2 


5 


ü 


•3 


5 


2 


4 


« 


4 



161 

--J + («+l) 



1 



2Aß 







4 


3 


4 


ö 


—4 


•3 


5 


—2 


*2 


6 





*1 


[) 


2 





■' 


4 



Wir erkeuiien aus denselben: Für ilic nicht mit einem Stern 
versehenen Zeilen sind die in (18a) gegebenen Integrale y, und y, 
die gesuchte Lösung, und zwar entpricht einem Nullwerthe von p ia 
dei- einen Tabelle der gegenüberstehende Werth von p in der anderen 
Tabelle, der eben so gross ist, als der gerade vorli^ende Werth von 
n. Anders ist es für die mit einem Stern veraehenen Zeilen. Zwar 
h hier gegenüberstehende Zeilen der beiden Tabellen, 



doch muss für die dort angegebenen Werthe von -ttt-- nid v das 

Integral y, aus (18a) in Kwci verschiedene I.ösungeji zerlegt -werden, 
nämlich in 



(26) 






(,)X =';>""' 


aber so, dass 





y Google 



162 Sechster Theil. 

Es ist also das Product v zweier Particularlösungen gleichsam in 
zwei TheJIe zerrissen worden, während Heu- Hermite bekanntlich 
V in y^]/)! zerlegt. Nehmen wir nun diejenigen Zeilen heraus, wo 

—— = ist, so ist für dieselben v in zwei gleiche Theile zer- 
rissen; es kann dies nur stattfinden, wenn n eine gerade Zahl ist. 
Zugleich folgt dann aus clem Gleichungssystem (9), dass die Coeffi- 
cienten ai mit ungeraden Indices verschwinden, dass also v nach 
geraden Potenzen fortschreitet. Wir werden im näuhsten Paragraphen 
schon, dass der Fall = noch einer anderen Behandlung fähig 

ist, welche zu demselben Resultat führt und die directe Anwendung 
der Hermite'schen Integrationsmethode gestattet; ja wir werden 
zeigen, dass das Zerfällen von v nur auf eine einzige Art geschehen 
darf. Für die übrig bleibenden, mit einem Stern versehenen, Zeilen 
jedoch — und diese bilden bei dem weiteren Ausbau der Tabellen 
gerade die Mehrzahl — liegt eine Art der Zerlegung von v vor, die 
sich meines "Wissens bisher noch nicht dargeboten hat. 

Als Beispiel und Beweis für die Richtigkeit unserer Deduotion 
wählen wir den letzten der in der Tabelle angegebenen Fälle, also 

'''='^1 ■HT — = 2,ü = 3bez. 1. Wir setzen' also an: 



und »jO^ = f ^ s^— a^s^+ajS^— «jS-Ha^. 

Berechnet man die Cocfficieiiton «„ aus dem System (9), so 
findet man 

v — s +^-s + J^^ ä — ---s- -y^-, 

oder 

.. = .,., = (,,'+iJa,"+}lV,+,A,l-a')(.!- -f )■ 

Daher 

f ■'"^ iv 
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und beide Functionen genügen in der That Aar Differentialgleichung; 

ds' ds ' 

speciell ist i', ein Integral der Gleichung: 

■r^r-^ H-Aß— r^ — Gv, = 
ds ds 

und «3 eil! solches der Gleichung: 

3= -iS. +(4s-;.ß) ^ _4d, = 0. 
&' ^ ' ds ^ 

Kommen wir schliesslich auf die noch nicht benutzten Wertho 
von 2p aus Gleichung (24) Kurück, so sind dieselben 

'^^^ 21^"^"'^"''"^'' ^^'" 

Sie besagen, dass in dem einen oder anderen Falle von den beiden 
Integralen der hyper-BesaeFschen Transcendente das eine das Pro- 
duct einer Exponentialfunction in eine von selbst abbrechende Reihe 
ist. Hierauf hat schon Herr Karl Baer auf S. 19 — 20 seiner früher 
citirten Abhandlung aufmerksam gemacht'). 

§6- 

Der specielle Fall der Bessel'schen Transcendente. 

Erinnern wir uns der Erörterungen im § 4 des zweiten Äbaohnitts, 
so gelangt man zu Fuuiier Bessel'schen Functionen, wenn man 
ausser e = noch Xa^V setzt Daneben eigiebt aber die Deter- 
minante (10 1) ddss dd,nn ^leichzeiti^j ;i — ist Aus dem System (9) 
fglgt, dass i sidi zn'iamLuuzuht zu 



Also ist die Htimitc bchL lutegiationsmethode nicht anwendbar und 



^) Zur Vergleichung der gegebenen Resultate mit denen des Herrn Baer 
;i bemoi'W, dass derselbe r = n-i-l mit m; -ß,— mit «; ^r- mit i- bezeichnet. 
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(19 a) 



i _ f fj±_ _ _ L , 



Wird statt s die Variabele - 



[lOa] {" 



eudlich v ^= q>yu^u^(au''-\-ßu~'') in U eberein Stimmung mit S. 44 
meiner Dissertation. 

Wir gelangen aber zweitens zn Bcsscl'schcn Functionen, wenn 
wir e ^ und |W ^ setzen. Für diesen Fall leitet man aus (10a) 
die Nebenbedingung abr 

jO = r«'m.A=ß=(w— 2).ra'(w— 4) . . . 

. l(2ra-l-l)M.3(2w— l)(n— 2).5(2m— 3)(«— 4) .... 

Unterscheiden wir nun zwei Fälle. Eratens n ist eine ungerade Zabl, 
also « = 2)"4-l; dann ist v = 2r-\-2 eine gerade Zahl. Der Glei- 
chung [10a] kann jetzt nicht anders genügt werden, als wenn man 
^«^=0 setzt. Wiv erhalten daher den soeben besprochenen Fall 
noch einmal mit den in (19a) niedergeschriebenen Integralen. 

Interessanter ist aber die andere Annahme, dass n eine gerade 
Zahl, also n = 2f, ist. Dann ist v =^ n+l = 2r+l eine ui^erade 
Zahl. Die Gleichung [10a] wkd jetzt von selbst erfüllt, welchen 
Werth auch Xa hat. Aus Abschnitt II, §4 ersehen wir, dass 

(28) ;, = u^ = u\(}J„^Ai^u') + G'K.^(^u')} 



oder in Hoinc'schor Bezeichnung 



iia 
2 ■ ' 
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ist. Die Function y ist also wesentlich zusamnaengesetzt aus jener 
Bessel'sclien Transcendente, deren Index die Hälfte einer ungeraden 
Zahl ist. Wir erhielten dii'ekt eine Darstellung dieser Function in 
(26) woiauf sieben in 4} 5 aufraeiksim gemacht worden war. Diese 
Fiiuition ist Mellach behindelt woiden. Zuerst hat wohl Poissoa 
in seiner Theorie inithcmatique de li chaleur, Paris 1835, S. 161 
Ni 82 eine RuhenentwicTtelung deiselhen gegeben. HeiT Kummer') 
weist ein Jihi später inf den Zusammenhang der Function mit der 
hypeigt.ometiiS(,hen Reihe hm Ssriet^) stellt sie als vielfachen 
Difteientialquotienten emei gewissen Function dar. Heine kommt 
mehÜKh m seinem Htndhuch (Bd I S. 82, 239, 344; Bd. H, S. 213, 
324) luf dieselbe zuiuek doch bezeii^hnet er sie im zweiten Bande 
aus Versehen als Cj Imderfunction dntter Ordnung, während sie doch 
eine solche der zweiten Ordnung ist. Im Änschluss an Heine widmet 
ihrHeiT Otto Baer') eine genauere Untersuchung; aachHeri'Lommel 
behandelt sie in seiner „Theorie der Bessel'schen Functionen". Be- 
sondere hei'voi'zuheben ist aber, dass die genannte Function ein func- 
tionentheoretischer Grenzfall der Lamo-Hermite 'sehen Gleichung 
vom I. Typus ist. Geht man also aus von 



ä if 



|.<.+ l)(f>»'-a)-/,=|y 



und setat die Invarianten g.^ und </, der ^-Function gleich Null, so 
einlebt sich: 

Die Substitotioii 

lässt erkennen, dass s der Differentialgleichung genügt: 
du u du X. 4m J 

') Kumtner, lieber die iiyporgeometriaclie Ueilie. Oreüe's Journal, Bd. 15. 

^ Serret, Memoire sur I'integralion d'une equatiou lUffirentielle ä l'aide 
des differentielles h indices quekonques. Journal de Lioiiville, Tome 9, p. 193. 
1844; man Tergl. auch Nicolas, Etüde dea Fonctions de Fourier. Aanalea 
de I'Ecole Normale Superieure. !I. S^rie. Tome 11, 1883. 

') 0. Baer, lieber die Bewegung der Wärme in einer homogenen Kiigel. 
Wissenachaftliohe Beilage «um Programm des College royal fraii9ais. Berlin, 
1878. 
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lind mit aar Function [yj^^o aus Abachnitt 11, Gleichiing (22a), ab- 
gesehen von der Bczeichnußg der Parameter, identisch ist. 

Macht man in (29) — jy = s' zur unabhängigen Variablen, so ist 



Das Prociuct der beiden l'articularlö.suugen tp^ und (p.,, ahü 

V = % %, 
genügt daher der Üiirefentialgleichimg : 

2s'W"+'äg"v"-i-6s'v' = 2\r(:r+l)s'~lr\v'+r(:r+l)v, 
welche dui'ch die ganze Function: 

, = .■.■_„; ,'.-i+a;,v-._...+(_i),„; ,.,-,, ., + (_i),„;. 

befriedigt wird. Die Coefficienteu der letzteren siiul durch dio Glei- 
chung verbunden: 

p(2r^p + l)(2r-2p+-l)4+2h\r-p+\)n'^, ., = 0, 

p ==: 1, 2, . . . r. 

Demnach ist na<di llemi Ilormite unter den bolianiiten Voraaa- 
setzungen: 






C = ±ti(-l)'»'- 



Daraus orgiobt aicli nun; 

Will man diese Lösung mit (26) in Einlilang bringen, so bedenke 
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'Ir, 

man, dass s' = s', s', = Sj, A» 

<pt = n (s— s,)e ä', 

also genau die in (26) gegebeneu Integrale fiii' jn* = 0, und zugleich 
ist gezeigt worden, dass die Trennung von v in zwei dem Grade uach 
gleiche Hälften nur auf eine Weise geschehen darf, nämlich — die 
Realität der Wui-zeln von » ^ für den Augenblick vorausgesetzt — 
so, dass auf der einen Seite sich nur die positiven, auf der anderen 
nur die negativen Wurzeln befmden. 

B. Entwickclung der Heino'sehon Function in Ecihöii. 

Legon wir die DilfereutialgleiGhung zu Grunde: 

(1) 4,-(.-.-)5+2.-(4s-3r)f-{(»'-l)s"-((.'-3^+r»'jj = 0, 

SO erkennen wir, dass der Grad der Vielfachheit der aingulären Stolle 
s = 0, für deren Umgebung wir die Function y entwickeln wollen, 
die Ordnung der Differentialgleichung übersteigt, und dass ausserdem 
sich für dieselbe eine determinireude Fiindamentalgleichuug nicht 
bilden 1-ässt. Diese beiden Merkmale lassen den Punkt s = als 
eine Stolle der Unbestimmtheit im Giltigkeitabereich des Integrals 
erscheinen. Wir wollen nus vornehmen das erste Merkmal foi-tzu- 
schalfen. Dazu ist von y der determinireude Factor abzusondern, 
der sich ans bereits in (18) von selbst dargeboten hat; es ist die 
Esponentialfunctiou 

(30) /=t'^^. 
Wenn man nun 

(31) !/=/.£ 

setzt, so genügt £ einer gewissen Differentialgleichung, in welcher 
der Coefficient von —r-r ^^^" pi'oportional mit s^ ist. Aber in der 
gedachten DitTerentialgleichung ist 
von / der Coefficient von — =— iiTational, deshalb ist / vorher 
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trarsforrairen , dass diese Irrationalität verschwiiidet. Dazu hat iras 
das im § 3 für n = behandelte Beispiel bereits einen Wink ge- 
geben, denn es ist wegen der Bedeutung Yon s 

Darum füiiren wir am einfachsten die neue Vevänderliehe 
dem Dach 



in die Differentialgleichung (15) des II. Abschnittes, also in 
ein und erhalten: 



daher gentigi y der Dift'erentialgleichung: 



(33) ■ 



^_lb(.;„,l)^(.,_l).;_lV(,.„,).]j_0. 



Wir substituircn 

CM) y = £,*•'• 

und dies ergiebL: 



(36) 
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Damit ist für die Stelle t», = 0, die dem Puiikto a = ent- 
spricht, Jenes ei-ste Merkmal für eine Stelle der Unbestimmtheit 
verschwunden, aber das zweite ist gebliehen; für uaaere Differential- 
gleichung lässt sich eine determiaii-eode Fundamentalgleichung nicht 
bilden. Wir wissen daher nicht, zu welchem Exponeaten das erete 
pariiculäi-e Integral l^ gehört. Wir werden, wie im fünften Theile, C, 

zum Espouenteu Null gehörig betrachten — der Factor y)i'=p — 1~| 

macht dies sogar notwendig — und für diese Function die Entwickel- 

barkeit in die Potenzreilie ^^ = _2 ß^v» annehmen. 

Um aber genau in Uebereinstimmnng mit den Eosultaten des 

Abschnittes (A) zu bleiben, sondern wir von ^ den Factor (wj—l) '' 
ab, setzen also in (35) ein: 



(36) 




C = f« 


-1) ", 


wodurch 








(34 i.) 


S = 


= <K«;-i 


)-^.H 



und die adjungirtc Function 

(37) y = ^,,,(,;-i)"T^«''-H 

werden, führen ausserdem der Abkürzung wegen 

(38) ^ = -^1.-1 ==«(«4-1) 

ein und erkennen, dass ^ der Diffcrontialgloichung genügt: 



-v±- 



(39) 



+ {«(M-!)r5±2)i-^"-i;?+(/:-™(n-l))«^=i=2n--~r^-^jV'==0. 



Indem wir nun für das erste particuläre Integral die Reihe 

(40) )/jj = 0^-\-b,v^-+-b^v]-\ |-Z,pü^-t-... 

in (39) einführen und den Coefficienten von »f gleich Null setzen, 
erhalten wir die Recuraioißformel: 
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(41) 



Aus deisellica folgt: 






Dai-aiis gehen durch Trennen der oberen von den unteren Vorzeichen 
die folgenden beiden ersten particulären Integrale hervor: 



(43) 



s, = s.W-i) ''••■• 
(i _ if! f jl"! , [t(t- 2)»--4r»'..] /_., y_ 

l 1! \:2Xal^ 2! " " \2).a')''' 



r tf! f ^^\ , [t(t-2).'-4i-„ =»] (■_.,_¥ , \ . 

Zug!ci(;li erlteiincE wir aus (42), dass der Zäiiler VOE 

/), für « = lautet : ß'' — , , 

4, „ »=l „ : (M'-|«")(f."-^)-4ra', 

'. , « = 2 „ ! (»''-t''')('''~i"')('''^t) 

/ 17 \ 
— löA^ß'lf^' — 4^1' 

-8J'i!'(,i"— -^\ h(^i,'— -J)— 66e")— 14401'«'«'+144i'o', 
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SO daas wii- also genau auf die linken Seiten der Glei- 
chungen (11) gekommen sind. 

Zur Entwickolung der zugoliorigcn aweiten particul;iren Inlcgrale 
erinnern wii' an die Formel 

welche liier erj,äebti 

Wird füi' —Y die obige Poteuzreihe eingeführt und {«J— 1)" ent- 
wickelt, so kann mau die einzelnon Theilint^rale sämmtlicb auf den 
Integi'allogarithmus reduciren und man erhält: 



m 









■wo B eine Constaute ist, welche sich als eine nach Potenzen von 
l± — j— I anstehende Reihe dai-atellt. (Man vei^. die entsprechenden 
Ent Wickelungen von Theil 5.) Demnach ist i/z^ von der Form 

(45) ^,=e^~^'(l,+l,v,+lX^ i-Wh---)+5'/'i/«^~*'"'''' ;„- 

und es verbleibt die Bestimmung der Coeflicientea ^|, l.^ . . .1^. . .. 
Dazu führe man ip^ in die Differentialgleichung (39) ein, so gelangt 
man zn der folgenden Gleichung: 

[«(»-i).;=F2»^",;+(i-«(»™i)).;±2«'-°«-s}x 



(46) 



(!,+2i,i),+3!,t);H — ^pi,'>'r'+--\ 
rt;(»;-i)"|2.ii.+3.2i,«,H — hrfr— i)'rT'+-'l 

-B(b;— l)|4,+3S,i>,+(5*,+(2»— l)*,)»; 
l-(7S.+(2»-3)SJ,;+...+{(2|)+l)6,+(2«-2|)+3)S,-,)i.f-|, 
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WO die Coefficienten h^, h^, b^... aus (42) au entnehmen sind. Indem 
man den Coefficienten von v>[ der Null gleich setzt, orhiilt man 
zwischen je sechs der Coefficienten l^ die folgende Relation: 



(«) 



-l(.^-j.+2)(»-p+l)-i+(p-2)(j.-l)|i, , 
_j_ 2;.« , 



+S[(2p+l)6,+2(»— 2p+3)6,-s— (2»— 2p+7)S„_J = 0. 
Im besondoi'en ergiebt sich: 



(48) 



• ^ 1K31„) ' 




21(2'«)" 


.'(iM-«) 


'• ^ 31(2i.). 



indem die ersten iius (47) Jliessenden Gleichungen lauten: 



(49) 



B.b„ 






^^, 






=l-(, 


B.3b, 






■<t-iX 




-^■^'. 


"-1-^lii 


Blil,.^2{n-iM 






^'-^(n-m 




-(i:-e)I, 


i^.K, =(«(«-l)-t) 


S[?6H-»('»-3)''ü 






_[(„_,)(„_2)- 


(*-mi^(«-t)I. 


-(J:-i2)(, 












^^■«^ 


= =t^-. 


öp(..+S(K-5)(.,- 


2,. 


-Ui-o] 


=!="-(«- Dil 




-r("-2)(«-3)- 




Si:ii (-5+2(^—7)6, 


-{9. 


-3)S,] +(«_1](„-S)(i 




=F^-^("-2)'ä 


^[(«-3)(n^)-(t-12)]lj 












±'^("-8 


,,-{t-3u);i±^.et = o 

















Wir haben also in derselben Weise zu verlahien wie im fünften Theile 
auf S. 105. Berechnet man speciell B 6„ so stellt sich dei Zahler 
dieser Grösse in Form cinor Determinante d-u wolchc heis^t 
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(50) A = 
*-^ " 

±^„ _[(«-l){„-9)_(J:_S)] ±?^1{„_4) -(, 

-«(■.-l) T^C"-!) ^|:(''-2)(«-3)-{*-S]] ±-^ 

[«-1)(«-2) =F^(«- 



-[(«-S)(a-4)-(t-lB)] t 



oder nach einigen kiditon Umfovniuiigeii 



(51) —A = l„ 



.?^„ _(,_,) ±1"., « . 

ü _(„_,){„_S) ^''^^^(«-a) -{1-12) ±^.4 . 

„ _|„_s)(„_3) ±?^(„_3) -(h-W) . 



(52) 



ist also nach dem Determinantensatz von r-aj)lace für 

M = 2, J =^ -\r |J(^— 2)(Ä-6)«''-4A=a*£'[i(3w— 2)"2M()i+2)]i4, 



wo ^1, -^j, J,, ... die den voranstehenden Factoren correspondi- 
rendea Unterdeterminanteü sind. Hingegen ist der Nenner von Bh^ 
diejenige Determinante Z>, die aus (50) hervorgeht, wenn dort die 
Elemente der ersten Colonne durch die Coefflcienten von B\ im 
Gl eichungsay stein (49) ei-setzt werden. Daher ist wie anf S, 106 im 
fünften Theil 



yGoosle 



174 Sechster Theil. 

(53) B\ = ^, odei' — J+ßÄ, ö = 0. 

Wieder liesse sich zeigen, dass i3arch Spalten der in tlen Elementen 
von A und D vorkommenden doppelten Voi-zeichen zwei Wertlie von 
B, nämlich B und B*, sich ergeben, die sich nur durch das Vor- 
zeichen selbst von einander unterscheiden; wir kommen gleich darauf 
zurück, stellen vorher aber die zweiten particulären Integrale unserer 
beiden gesuchten Fundamentalsysteme auf. Mit Rücksicht auf (45) 
und (34a) orgiebt sich: 

,<, ., -.^--^ — ?-f, kn^'L — Bb.s^ r ^1 \ 



1! \2?.a) 

^"" " 2! \2laJ 



+B.y,je 



-■-St *, 



^" 2! ^ "blo 



+B' 



•s,J« •■--■ 



Damit haben wir für die Heine'sche Function, defmirt durch die 
Differentialgleichuag (33) zwei von einander verschiedene Fundamental- 
systeme von Integralen in der Umgebung der Stelle der Unbe- 
stimmtheit D, = bez. s = abgeleitet. Es sind iiTeguläre 
Integrale, die zur Klasse der Thome'schen Koimalintegi-ale gehören; 
aber die in ihnen vorkommenden Reihen sind divergent, wie der 
lotegrallogarithmus sofort anzeigt. Die Beziehung der beiden Systeme 
gegen einander zu ermitteln, gelang noch nicht; sie scheinen von 
einander unabhängig zu aein; sie haben nur eine formelle Bedeutung, 
denn keines von beiden ist im Stande, die Heine'sche Function 
in der Umgebung von s ^ darztistcllen. Eine Bedeutung erhalten 
(43) und (54) erst, wenn das logarithmische Glied aus ij.^ und »/* ver- 
schwindet. Dies geschieht, wenn 

(55) 7f = bez. B'^^i) 
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ist. ■ Dann ist 

(56) y, ~ yl und y^ = y"'„ 

die beiden Systemo gehen also in einander über. Die Bedingung 
B ^ zieht nach (53) die andere 

(57) J = 

nacli sich, Abel au^ (')2) niüHseu wir sGhlie.ssen: Ist n = 0(>' = 1) 

und J := 0, &o kt entweder a^k = n^ ^ = oder J, = 0. Die 

erste Bedingung^gleiclvung ist in (11) zuerst aufgeti-oton; sie betrifft 
den Fall, dass die Heine'sclie Function für m = ein geschlossenes 
Normalintegral ist, was wir im § 2 und § 3 behandelt haben. Es 
liegt nach der Klassification auf S, 117 eine besondere Art des 
Bruns'schen Falles vor. Die zweite Bedingungsgleichung J, = 
ist transcendenter Natur, da jene Determinante (51) unter Ab- 
scheidung der ersten Zeile und Colonne bis ins Unendliche fortzusetzen 
und aledann « = zu setzen ist. Es liegt der eigentliche Bruns- 
sche Fall vor, so dass beide Fälle hier nebeneinander für w^O 
bestehen. In derselben Weise haben wir für w = l(v = 2), iur 
n = 2(y = 3) zu deduciren. In dem einen Falle kommen wir auf 
das System (11) von algebraischen Bedingungsgleichungen und zu 
geschlossenen Normalintegralen (18), — also der besondere Bruns- 
sche Fall — in dem anderen kommen wir zu transcendenteu 
Bedingungsgleichuugen, damit das logarithmische Glied in (54) ver- 
schwindet — es ist der eigentliche Bruns'sche Fall. Als 
Potenzreihen von »j brechen die Reihen (43) in keinem 
der verschiedenen Fälle ab; nur in dem besonderen Bruns- 
schen Falle ist das Produot y^.y^ eine ganze Function und zwar 
von s. 

Da wegen Gleichung (7) v = n+1 ist, so ist im Falle v = 
für n die Zahl (—1) zu setzen. Soll nun aus (54) für v = das 
logaiithmische Glied verschwinden, so muss in der vollen Determinante 
J gesetzt werden n ^ — 1 , und alsdann muss sie selbst gleich Nnll 
sein; dies führt, da die Determinante unendlich viele Zeilen und 
Colonnen hat, zu einer transcendenteu Bedingungsgleichung; daher 
das Efisultat: Für ii = 0(m = -- 1) bedeutet das Verschwinden von 
ß das Eintreten des eigentlichen Bruns'schen Falles, der 
hier der einzig mögliche ist. Die „Heine'sche Function für v = 0" 
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entspricht also dci- Function des elliptischen Cylindei-a, wo wir dasso 
oben nachgewiesen haben. 



Die soeben g^ebenen Entwickelungen müssen nun noch dal, .1 
vervollständigt werden, dass wir y auch nach Potenzen von 

(••«) " = Vi = ^5,5' 

aufsteigen lassen. Dazu werde v als neue Varlalilo in (1) cingefülvrt, 
t sich: 



(59)„.(.--.')S-H.-(B.'-2.')|-{(»--l).'-(,.-^g.=+A-«-}!, = 0. 

Durch die im fünften Theile gegebene Methode ermittelt man, dass 

(60) j=*~^.(/ 

zu sotaöa ist, wo ip der Differentialgleichung geniigt; 



(61) 



-((..-i).'±A;%^(,.-^-J-i!«--)},f = o. 



Wir trennen noch von 1/' den Factor — - - ab und substituiren ; 
(62) 



I ist % ein Integral der Differentialgleichung: 

I ..(,._.,.^+2(,.^.-).(.=fM)^ 



h-^iM'T 



(63) 

welche gewissermassen der Gleichung (35) entspricht.') 



') Tür V ^ ^ geht diese Gleichung über in die Gleichung (33) meiner Ab- 
handlung nber die Function des elliptischen Cylindets von Ostern 1889. 
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Wir Itönneii derselben durch die Potenzreihe genügen: 

ia-en Goofficionten durch die Relation zuaaramenhüngen : 

[(p-3)(p_4)-(,'-B]a,^.=f:2^(p-3)<.,-. 

-[2«'(l'-l)(p-2)+-v°--."'-T~''''']°'-' 
±4i«i.(p-l)a„_, + .'(^-„'+-j4-j>(,, + l)),., 

aus welcher man im besonderen ableitet, wenn 
(66) m = ^-,,'+-^ 

gesetzt wird. 



(66) 



Km+20, 



(67). 



(68) 





2!(2io 


i,)- "" 








m(» 


.+2<,-)( 


ti+Ge')— sa'i. 


■("-■'■-4) 








3!(2iiiie)' 


01 


Trennen dei 


unteren 


nul oberen Vorzeichen ergiebt sich daher 


y 




>^^ \,,m( V \ «.(m+2<,')C V y 


{" 


(m+'2e 


Xm+6i- 


)— 8i"«"(m+s 


-^)!( . )v... 








3! 


l2J».«j ' 




= «;- 


r"T( 


-^(li;) 


-^^^^(i^r 




^..-.. l 


1» 


!()»+2« 


■)(i»+6e 


)— SÄVUh-s 


-Sl( . y,... 








3! 


l,2io«J 


,t.s 


hM, R=ta 


nio„ rter P^te 


ilfaluletchuiig. 
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